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全 球 著 名 的 旋转 机 械 领 域 专家 。 
作为 ASME 成 员 、 印 度 国 家 工程 院 
Be #0 < Advances in Vibration 
Engineering) Ze 48, J. S. Rao 
教授 曾 是 印度 理工 学 院 (| 上 IT) 有 史 以 
来 第 一 位 力学 博士 ， 并 且 是 印度 历 
史上 第 一 位 科学 博士 学 位 获得 者 。 
在 其 近 50 年 的 职业 生涯 中 ，J. S. Rao 
教授 作为 印度 国家 合作 计划 的 主要 
参与 者 之 一 ， 曾 在 全 球 30 多 个 国家 
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转机 械 领 域 已 经 发 表 了 300 多 篇 论 
文 ， 并 有 10 余 本 著作 。J. S. Rao Kx 
授 目 前 还 是 国际 机 器 和 机 构 学 理论 
关 合 会 (简称 IFToMM) 唯 一 健在 的 
创始 成 员 。 
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旋转 机 械 堪 称 人 类 文明 进步 的 标志 ， 数 干 年 前 的 车 轮 、 百 年 前 问世 的 电站 
汽轮机 和 推动 人 类 飞 向 太空 的 火箭 发 动机 ， 对 人 类 文明 的 进步 起 着 巨大 的 推动 
作用 。 本 书 介 绍 了 从 古 到 今 各 种 典型 旋转 机 械 的 演化 过 程 ， 并 由 此 衍生 出 在 这 
一 演化 过 程 背 后 的 各 种 数学 和 物理 的 理论 和 方法 。 从 全 面 性 的 角度 讲 ， 本 书 堪 
称 当 今世 界 旋转 机 械 动力 学 领域 的 集大成 之 作 ， 可 以 作为 该 领域 的 科研 人 员 和 
工程 师 必 备 的 教学 用 书 和 参考 书 。 与 此 同时 ， 本 书 还 详细 介绍 了 计算 机 时 代 来 
临 后 有 限 元 方法 的 发 展 对 当代 旋转 机 械 设 计 所 市 来 的 影响 ， 这 些 全 新 的 方法 能 
够 帮助 工程 师 不 断 地 将 旋转 机 械 的 设计 水 平 推 向 新 的 高 度 。 

本 书 融合 了 作者 数 十 年 来 丰富 的 工程 经 验 和 全 面 的 理论 知识 ， 并 与 精彩 的 
历史 故事 和 真实 的 现代 理念 相 结合 ， 非 常 适合 帮助 年 轻 的 工程 师 获 取 过 去 的 经 
验 、 了 解 当前 的 行业 现状 和 未 来 的 趋势 ， 而 资深 的 专家 也 可 以 从 这 本 书 中 获取 
灵感 来 启发 其 研究 工作 。 

Translation from English language edition:“History of Rotating Machinery 
Dynamics” by J.S.Rao, CopyrightO2011 Springer Netherlands.Springer Netherl 
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首先 介绍 一 下 本 书 的 原作 者 ，J.S.Rao 教授 是 全 球 著名 的 旋转 机 械 领 域 专 
家 ， 他 是 ASME 成 员 和 印度 国家 工程 院 院士 。J.S.Rao 教授 曾 是 印度 理工 学 院 
(UT) 第 一 位 力学 博士 ， 并 且 是 印度 第 一 位 科学 博士 学 位 获得 着。 在 其 40 多 
年 的 职业 生涯 中 ，J.S.Rao 博士 作为 印度 国家 合作 计划 的 主要 参与 者 之 一 ， 
在 全 球 30 多 个 国家 和 地 区 任职 ， 迄 今 为 止 已 经 及 表 了 旋转 机 械 领 域 方 面 的 论 
文 300 Bin, HEA 10 余 本 教科 书 CA TRIER FT FAN (Rotor 
Dynamics), ERA, ME. NS KK. AKAI. Prk. PASAY 110 
多 所 大 学 开设 过 短期 培训 课程 并 举办 演讲 。 他 本 人 还 与 许多 企业 组 织 有 过 非 
常 深远 的 合作 ， 如 GE. Washington Metro, Stress Technology, BHEL., 
ISRO, GTRE 和 DAE 等 。J.S.Rao 教授 还 是 国际 机 右 和 机 构 学 理论 联合 会 
(简称 IFToMM) 唯一 健在 的 创始 成 员 ， 同 时 还 担任 过 国际 期 刊 《Advances in 
Vibration Engineering) 的 主编 。 

译 者 翻译 这 本 书 的 初衷 来 自 于 一 个 承诺 。2007 一 2008 年 间 译 者 作为 
J.S.Rao 教授 的 同事 ， 陪 同 他 拜访 了 多 上 所 我 国 国内 的 高 校 和 企业 ， 期 间 我 们 成 
为 了 所 年 交 。 当 时 译 者 注意 到 一 件 很 有 趣 的 事情 ，J.S.Rao 教授 的 每 次 演讲 几 
乎 都 以 与 专业 相关 的 历史 故事 开始 ， 而 且 总 能 激 起 听众 的 兴趣 ， 当 译 者 问 他 
指出 这 一 点 时 ， 他 跟 译 者 讲述 了 他 的 一 个 心愿 一 一 写 一 本 书 来 总 结 这 门 他 研 
完了 一 辈子 的 和 学 科 的 历史 ， 从 而 让 后 来 者 在 此 基础 上 更 好 地 了 解 和 友 展 这 门 
学 科 。 出 于 对 这 本 书 价值 的 认 知 ， 译 者 承诺 他 :“ 如 果 你 完成 了 这 本 书 ， 我 会 
帮 你 把 它 译 成 中 文 并 争取 在 中 国 出 版 。” 

J.S.Rao 教授 于 2009 年 开始 利用 之 前 儿 十 年 来 收集 的 各 种 资料 动笔 写 这 本 
书 ， 期 间 他 得 了 一 场 几乎 致命 的 重病 ， 这 本 书 也 和 兰 点 天 折 。 但 所 笠 他 挺 了 过 
来 ， 才 得 以 在 2010 年 10 月 完成 这 本 极其 价值 的 闭 作 。 而 译 者 则 决心 履行 日 
己 的 承诺 ， 帮 助 他 完成 此 书 的 翻译 。 

这 了 吏 是 这 本 书 背 后 的 故事 ， 不 分 国界 、 不 分 年 龄 ， 吏 是 一 个 年 轻 人 对 一 个 
ENN ECA e 

J.S.Rao. 教授 对 本 书 的 翻译 工作 给 予 了 全 力 的 文 持 ， 在 近 3 个 月 时 间 里 译 
者 的 任何 问题 几乎 总 能 在 几 个 小 时 内 得 到 他 的 回复 〈 尽 管 我 们 之 间 有 时 
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Fe) 。 上 海航 天 技术 研究 院 的 副 院 长 南光 教授 在 百 忙 之 中 抽出 时 间 帮 详 者 审 
网 了 此 书 的 翻译 初 稳 ， 提 出 了 宝贵 的 修改 意见 ， 并 应 邀 为 本 书 的 中 文 版 作 
序 。 还 有 北 各 东方 极 峰 公 司 的 周 传 月 博士 和 Springer 公司 的 陈 青 先 生 不 遗 余 力 
地 帮助 译 者 联系 各 项 出 版 事宜 。 译 者 的 家 人 和 朋友 也 一 直 在 背后 或 励 详 者 把 
这 件 有 意义 的 事 坚 持 下 去 ， 他 们 的 支持 和 信任 是 译 者 的 动力 源 果 ， 在 此 疝 他 
们 表示 诚 侧 的 感谢 Y 

因为 译 者 水 平 有 限 ， 在 翻译 中 难免 会 出 现 错误 ， 也 和 布 望 读者 给 予 批评 指 
lee 
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We NURS IRR PNAS) 在 航空 航天 、 电 力 、 船 舶 、 化 工 等 领 
域 有 看 极为 重要 的 作用 ， 而 JS.Rao 教授 堪 称 这 个 领域 的 大 师 。 我 认识 Rao 教 
ROA 20 年 了 ， 曾 在 多 次 国际 学 术 会 议 中 与 他 有 过 面对面 的 交流 ， 并 拜读 
过 他 的 万 一 部 有 关 转 子 动力 学 和 多 部 有 关 振 动工 程 的 兰 作 ， 深 知 他 是 这 一 领 
域 具有 国际 重要 影响 力 的 专家 。 作 为 Rao 教授 几 十 年 工作 的 结晶 , 《旋转 机 械 
动力 学 及 其 友 展 》 一 书 堪 称 是 旋转 机 械 动力 学 领域 的 经 典 之 作 ， 并 且 是 相关 
领域 专业 人 员 的 必 备 参考 书 。 

本 书 把 历史 故事 、 工 程 实例 和 基础 理论 完美 地 融合 在 一 起 ， 深 入 浅 出 ， 理 
KASEI, NRA FA MAA 28 Mb. TINA A ie DEDE Y Ke 
SEIN FA SCAR, AVANT SE Y XE RA RR HY tH e 

BF BCT SEOSEUR AN TAPE D] SECUTI ORE 25 BIORU A ut s BB ee JE ER, fH 
遗憾 的 是 国内 教科 书 对 此 很 少 涉及 ， 这 也 使 得 年 轻 一 代 的 中 国 工程 师 们 对 科 
学 撤 术 缺乏 历史 观 ， 导 致 他 们 往往 只 重视 对 工程 技术 的 应 用 ， 而 忽视 了 对 这 
些 技术 根源 的 探索 以 及 在 此 基础 上 的 有 发展 和 创新 。J.S.Rao 教授 的 这 本 书 从 历 
史 出 及， 生动 地 讲述 了 科学 理论 的 突破 如 何 推动 了 工程 撤 术 的 飞跃 ， 而 工程 
技术 的 发 展 又 反 过 来 如 何 促进 科学 理论 的 进步 。 从 宏观 上 讲 ， 没 有 始 于 文艺 
复兴 后 期 的 科学 革命 ， 人 类 不 可 能 至 受到 工业 于 命 融 来 的 发 展 ; 从 微观 上 
讲 ， 没 有 基本 的 能 量 法 和 振动 原理 ， 旋 转机 械 不 可 能 在 100 多 年 里 达到 数 干 
倍 的 功率 提升 ， 也 不 可 能 为 人 们 市 来 更 多 的 能 量 和 更 快 的 速度 。 

最 近 几 年 来 ， 中 国 机 械 工程 领域 出 现 的 一 个 危险 趋势 是 ， 工 程 师 们 开始 倾 
器 于 盲目 相信 手中 的 有 限 元 软件 工具 ， 而 忽略 了 他 们 所 需要 分 析 问 题 的 本 
质 。 正 如 JS.Rao 教授 在 文中 指出 的 那样 ， 尽 过 我 们 拥有 的 技术 合 加 先进 ， 但 
与 产品 设计 相关 的 事故 却 依旧 频 友 ， 其 中 很 大 部 分 的 原因 是 设计 工程 师 们 过 
于 依赖 仿真 手段 而 交 失 了 从 工程 基础 开始 设计 的 能 力 。 我 们 喘 边 的 许多 工程 
师 可 以 把 有 限 元 软件 应 用 得 非 营 熟 纤 ， 但 往往 得 不 到 正确 的 绪 采 或 不 能 很 好 
地 解释 计算 得 到 的 结果 ， 其 根本 原因 在 于 对 相关 的 基础 理论 掌握 不 够 ,对 相 
关 的 边界 条 件 处 理 不 当 。 我 们 应 当 从 这 本 书 中 了 解 现 有 设计 方法 的 发 展 历 
程 ， 以 及 其 优势 和 潜在 的 缺陷 。 
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很 长 时 间 以 来 ， 我 们 认为 机 械 工 程 学 科 是 一 门 保 守 的 学 科 ， 需 要 避免 激 
进 、 少 犯错 误 。 但 是 如 果 惠 特 尔 在 面 对 书 中 提 到 的 各 种 困难 和 挫折 时 选择 保 
守 和 放弃 ， 顺 气 式 发 动机 也 许 将 错过 其 最 佳 的 发 展 时 机 ; 如 果 拉 瓦尔 在 过 到 
大 幅 涡 动 时 选择 了 停止 试验 ， 我 们 也 许 会 晚 很 多 年 才能 有 田 气 再 次 尝试 去 突 
破 临 界 转 速 。J.S.Rao 教授 的 这 本 书 告 诉 我 们 ， 科 学 既 需 要 理性 思维 ， 也 需要 
激情 和 勇气 ; 既 需 要 对 成 功 的 寄 炎 ， 也 需要 对 失败 的 宽容 和 或 励 。 

我 对 J.S.Rao 教授 的 这 本 书 ， 以 及 由 IFToMM CH es Bos NLT ^£: 3 V6 HX 
Ae) 的 现任 主席 Ceccarelli 教授 主导 编写 的 《机 构 与 机 器 科学 史 》 从 书 一 一 
THA AWE, 希望 通过 其 中 文 版 的 出 版 能 够 泊 友 中 国 工程 师 们 的 热情 ， 
并 帮助 他 们 站 在 伽利略 、 和 牛顿 、 欧 拉 、 拉 格 表 日 、 伯 努 利 和 哈密 顿 这 些 巨 人 
的 肩膀 上 上， 担负 起 我 们 的 历史 黄 任 ， 成 为 中 国 的 瓦特 、 爱 迪生 或 者 杰 夫 考 
特 ， 在 机 械 工 程 的 发 展 史 上 写 下 更 多 的 中 国人 的 名 字 。 

在 此 还 要 感谢 详 者 的 努力 和 将 这 本 书 引 入 中 国 的 所 有 人 人们， 也 继续 期 竺 后 
续 其 他 图 书 的 引进 和 出 版 。 


























m 光 教授 
上 海航 天 技术 研究 院 副 院 长 
中 国 振动 工程 学 会 副 理事 长 
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从 茶 种 意义 上 讲 ， 技 术 的 发 展 构成 了 人 类 历史 进程 的 重要 部 分 。 然 而 直到 
今天 ， 旋 转机 械 动 力学 却 仍 仿佛 是 历史 中 的 一 页 空 日 ， 其 及 展 历程 从 未 航 系 
统 性 地 总 结 ，Rao 博士 的 这 本 书 将 填补 这 一 空 日 。 一 般 而 言 ， 工 程 师 们 并 非 历 
史学 家 ， 但 在 撰写 任何 一 个 专业 学 科 史 的 时 候 ， 又 往往 需要 有 一 位 工程 专家 
一 一 例如 本 书 的 作者 Rao 博士 一 一 挺身 而 出 承担 这 一 重任 。 要 知道 这 些 专业 
学 科 历 史 的 写作 难度 极 大 ， 并 非 一 般 人 所 能 胜任 。 圣 运 的 是 ， 我 们 有 Rao R 
十 来 撰写 这 部 《旋转 机 械 动力 学 及 其 发 展 》， 我 们 也 将 看 到 为 何 承 担 这 一 重 
任 的 最 佳人 选 非 他 葛 属 。 

认识 到 这 一 历史 空 昌 后，Rao 博士 决定 在 讲述 旋转 机 械 动 力学 的 各 个 专业 
领域 之 前 前 先 为 读者 介绍 一 下 这 个 复 林 学 科 深 远 的 历史 背景 。 这 一 决定 无 疑 
是 正确 的 。 因 为 这 一 学 科 的 内 涵 非 冲 丰 吝 ， 涉 及 诸如 办、 叶片 和 轮 盘 的 动力 
学 问题 ， 以 及 各 种 轴承 和 密封 件 的 静态 和 动态 属性 。 要 以 一 定 的 深度 对 这 些 
主题 进行 研究 ， 束 必须 熟悉 许多 不 同 技 术 的 背景 。 实 际 上 ， 这 也 是 为 什么 所 
写 这 一 专业 学 科 史 的 重任 长 期 以 来 需要 等 待 一 位 像 Rao 博士 这 样 的 专家 来 担 
当 ，Rao 博士 一 生 都 在 致力 于 这 些 领 域 的 理论 和 实践 研究 ， 并 为 手写 这 本 书 积 
A IIÓuBGMH. 

Rao 博士 从 轮子 、 水 车 和 风车 的 问世 和 发 展开 始 展 现 旋 转机 械 技术 的 演 
变 。 随 后 他 分 析 了 古代 伟大 的 工程 师 一 一 例如 亚 里 士 多 德 〈(Aristotle〉 和 阿 基 
米 德 (Archimedes) 一 一 对 旋转 机 械 技 术 发 展 的 页 献 ， 同 时 也 介绍 了 一 些 当时 
偶然 形成 的 请 论 一 一 甚至 是 由 当时 伟大 的 亚 里 士 多 德 和 托 勒 密 〈Ptolemy ) 所 
教授 的 。 从 这 些 历 史 中 Rao 博士 提出 了 一 个 有 趣 的 问题 : 许多 人 期 望 一 门 科 
学 从 诞生 开始 起 就 是 完美 的 ， 从 而 自己 可 以 坐 享 其 成 ， 但 这 合理 吗 ? 答案 显 
然 是 否定 的 。 与 此 相反 ， 我 们 从 自己 的 工作 中 应 该 认识 到 这 本 科学 史书 内 在 
的 价值 之 一 就 是 : 科学 技术 的 创造 是 一 个 持续 性 的 任务 ， 科 学 家 和 工程 师 们 
必须 要 通过 自己 的 出 版 物 来 承担 相应 的 历史 贡 任 。 在 介绍 过 古代 的 成 就 之 
Ja, Rao 博士 随后 之 我 们 罕 越 西方 社会 的 黑暗 时 代 和 文艺 复兴 时 代 ， 来 到 工业 
革命 时 代 ， 这 个 时 代 众 多 杰出 的 科学 家 用 其 及 明 创 造 市 来 了 科学 的 复活 。 

Rao 博 十 一同 是 个 节 委 非常 快 的 人 ， 在 介绍 完 学 科 的 历史 后 ， 他 很 快 将 主 
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度 介 绍 了 许多 时 所 振动 的 研究 方法 ， 他 在 过 去 的 工作 中 一 直 在 使 用 和 研究 这 
些 方法 。 他 的 介绍 让 我 们 了 解 了 许多 天 才 的 创新 者 一 一 他 们 是 现代 旋转 机 械 
技术 的 葛 基 者 一 一 是 如 何 取 得 其 成 束 的 。Rao 博士 从 独特 而 新 鲜 的 角度 摘 写 了 
ke fz (Euler) . 2 #8 BH A (Lagrange) 、 瑞 利 (Rayleigh ) AI B sg X 
(Dunkerley) 在 历史 上 对 这 一 领域 的 贡献 一 一 而 不 是 我 们 从 前 所 熟悉 的 那 种 纯 
技术 的 角度 。 这 些 科 学 家 第 一 次 以 一 种 生动 的 形象 出 现在 我 们 面前 : 作为 13 
NEF IN SAR, FAA AY BR Ae FE EG SE FE a Es Ah BR SK M P H 
拉 格 明日 ， 在 出 版 其 不 朽 的 著作 《分 析 力 学 (Mechanique Analytique) 》 时 是 
如 此 担心 ， 以 至 于 在 之 后 的 两 年 中 都 不 敢 打 开架 子 上 的 这 本 书 ; 而 瑞 利 在 写 
作 其 著名 的 《声音 的 原理 (Theory of Sound) 》 时 ， 拓 然 是 在 尼罗河 上 和 圣 福 的 
蜜月 旅行 中 。 对 旋 者 来 说 ， 这 些 伟 大 人 物 不 再 只 是 遥远 的 名 字 ， 而 是 出 现在 
我 们 面前 的 真实 生动 的 人 。 

在 这 之 后 Rao 博士 开始 介绍 各 种 旋转 机 械 动 力学 的 研究 方法 。 在 19 世纪 
RKM 20 世纪 初 一 直 是 图 形 法 占据 主流 。 后 来 人 们 普 过 意识 到 还 需要 更 好 的 方 
ik. TOGÉAEAREZA (Holzer) 最 先 引 入 了 当时 领先 的 数值 方法 来 处 理 那些 用 解析 
公式 解决 不 了 的 问题 。 从 那 时 起 ， 我 们 开始 看 到 了 一 个 存在 于 数字 而 非 公 式 
中 的 未 来 世界 。 杰 夫 考 特 〈Jeffcott) 首次 通过 一 个 非常 严谨 的 实验 ， 研 究 了 
在 当时 争论 不 休 的 轴 动 力学 的 “临界 转速 ”问题 ， 并 在 随后 使 用 了 实验 的 结 
果 来 分 析 这 一 问题 。 他 友 现 临界 转速 问题 实际 上 是 一 个 受 迫 振动 问题 ， 而 并 
非 之 前 许多 学 者 所 认为 的 失 稳 问题 。Rao 博士 认为 矩阵 法 (包括 普罗 尔 - 米 克 
勒 斯 泰 德 (Prohl-Myklestad) 的 传递 矩阵 法 ) 的 问世 为 解决 真实 转子 的 不 平衡 
啊 应 和 平衡 设计 问题 提供 了 必要 的 基础 ， 然 而 这 些 方法 在 20 世纪 70 年 代 计 
算 机 技术 问世 之 前 仍然 是 不 适用 的 。 结 果 是 临界 转速 这 一 转子 动力 学 的 基本 
问题 等 竺 了 长 达 一 个 世纪 才 被 完全 解决 ， 其 中 60 多 年 是 等 待 杰 夫 考 特 来 解 
释 ， 而 后 的 40 多 年 是 等 竺 数值 计算 技术 的 创新 。 

PR IKE A AACA he TE 20 世纪 20 年 代 中 涌现 出 来 的 男 一 个 重要 的 问 
题 ， 即 转子 的 失 稳 。 在 本 书 中 ，Rao 博士 介绍 了 轴承 的 失 稳 和 主轴 的 浏 后 失 
稳 ， 同 时 考虑 了 偏 锚 或 非 对 称 转子 等 各 种 问题 对 轴 系 动力 学 的 影响。 通过 这 
些 介 绍 和 分 析 ， 读 者 将 能 够 理解 为 什么 人 类 要 花费 几 个 世纪 才 找 到 对 这 些 问 
题 的 完整 解决 方案 。 在 本 书 的 最 后 部 分 ，Rao 博士 介绍 了 有 限 元 方法 是 如 何 被 
引入 转子 动力 学 和 轴承 动力 学 当中 的 ， 并 由 此 转 入 他 男 外 准备 的 主题 : 叶片 
和 轮 盘 动力 学 。 他 以 其 儿 十 年 来 积累 的 第 一 手 知 识 解 释 了 叶片 振动 问题 的 研 
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台 ， 直 到 最 后 的 有 限 元 方法 。 我 们 再 次 意识 到 如 果 没 有 计算 机 性 能 的 飞跃 式 
提升 ， 那 么 对 时 上 请、 叶片 组 和 今天 的 叶片 - 轮 盘 装配 结构 的 稳 态 应 力 和 动态 应 
力 的 研究 是 不 可 能 的 。 

我 们 充分 相信 这 一 部 专业 学 科 史 一 一 作为 由 Marco Ceccarelli 教授 主编 的 
《机 械 与 机 构 理 论 史 》 的 一 部 分 一 一 将 为 旋转 机 械 动 力学 的 起 源 和 历史 演化 竖 
立 一 座 里 程 碑 。 这 本 书 以 及 这 一 系列 丛书 中 的 其 他 著作 ， 将 激发 各 相关 专业 
领域 的 专家 和 学 生 的 兴趣 去 发 掘 其 领域 的 背景 知识 。Rao 博士 过 去 在 这 一 领域 
的 技术 著作 为 他 赢得 了 科学 界 中 的 地 位 ， 而 今天 这 本 书 将 为 他 再 一 次 赢得 在 
工程 学 界 中 的 地 位 。 所 有 参与 这 一 门 “ 艺 术 ” 的 人 们 都 将 感激 Rao 博士 那些 
令 人 印象 深刻 的 文献 和 愿景 。 




















Neville F. Rieger 博士 ，ASME 会 员 

STI 技术 有 限 公 司 首 记 科学 家 及 创始 人 

美国 纽约 州 罗切斯特 理工 学 院 (Rochester Institute of Technology) 前 机 械 工 程 教 授 
1998 —2006 年 IFTOMM 转子 动力 学 委员 会 主席 ，2008 年 至 今 担 任 名 党 主席 
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在 公元 纪年 的 第 20 个 世纪 ， 人 类 进入 了 旋转 机 械 的 快速 发 展 和 广泛 使 
用 的 时 期 。 当 然 这 要 归功 于 拉 瓦 尔 (de Laval) ANG ARH; (Parsons) ， 他 们 
分 别 友 明了 冲动 式 汽轮机 和 反动 式 汽 轮机 ， 从 而 实现 了 上 古 埃 及 亚历山大 的 名 
F (Hero) 在 2100 年 前 的 梦想 。 写 作 本 书 的 目的 之 一 就 是 回顾 这 一 历史 进 
FE o 
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和 叶片 的 动力 学 问题 上 ， 因 为 正 是 对 这 些 问题 的 不 断 研究 才 使 得 人 类 能 在 过 
去 的 几 百 年 里 将 旋转 机 械 的 效能 提升 至 极限 。 本 书 还 会 重点 介绍 一 些 研 究 方 
法 ， 包 括 在 计算 机 时 代 之 前 的 图 表 法 一 一 它们 实际 上 仍然 以 不 同形 式 存 在 于 
现代 的 有 限 元 方法 之 中 。 所 有 这 些 在 过 去 一 个 世纪 中 衍生 出 来 的 方法 都 会 被 
详细 介绍 以 便 能 够 帮助 当代 的 设计 师 和 研究 人 员 。 

在 15000 年 前 最 后 一 次 冰河 时 期 结束 后 ， 人 类 开始 制造 工具 并 开始 迁移 ， 
并 从 那 时 起 就 不 断 寻 找 更 方便 的 手段 来 进行 这 些 工 作 。 于 是 人 类 发 明了 轮 
d: 在 5000 年 前 出 现 了 制 陶 工 人 的 轮 盘 ， 随 后 是 运输 用 的 车 轮 ， 而 在 3000 
年 前 出 现 了 磨盘 。 在 本 书 的 第 1 章 中 简单 介绍 了 旋转 机 械 的 起 源 一 一 即 轮子 
的 问世 。 

但 在 那个 时 代 ， 科 学 的 概念 尚 不 存在 。 中 世纪 之 前 的 第 一 次 对 科学 有 组 织 
的 思考 来 自 于 2350 年 前 的 亚 里 士 多 德 。 直 到 2250 年 前 ， 亚 历 山大 的 阿 基 米 
德 终于 提出 了 一 些 实 际 而 清晰 的 科学 概念 。 而 实际 上 正 是 在 同一 时 代 ， 和 希 罗 
制造 出 人 类 历史 上 第 一 台 可 工作 的 反动 式 汽 轮机 。 这 也 许 是 人 类 历史 的 第 一 
台 机 器 ， 但 由 于 缺乏 科学 ， 它 并 未 发 挥 任何 真实 的 使 用 价值 。 这 段 历 史 将 在 
第 2 章 进行 介绍 。 

尽管 没有 科学 ， 人 类 还 是 尝试 发 明了 水 车 和 风车 来 降低 磨坊 和 铁 折 铺 的 工 
VESRBE. 98 3 草 和 第 4 草 简 要 介绍 了 这 些 民 间 发 明 。 

在 中 世纪 的 后 期 ， 尽 管 仍 处 在 严格 的 宗教 控制 之 下 ， 人 们 开始 越 来 越 多 地 
感受 到 对 科学 的 需要 。 终 于 出 现 了 以 达 分 奇 (Leonardo da Vinci) 为 首 的 科学 
思维 方式 的 复兴 ， 并 在 随后 市 动 了 以 哥 白 尼 〈Nicholas Copernicus) 有 发表“ 日 
wb” Atri ees ar. baa Fe dl (Newton) M3% fje 24 (Leibniz) 在 
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300 年 前 发 明了 人 微 积分 ， 科 学 的 发 展 更 加 迅速 了 ， 其 影 啊 之 一 就 是 梁 结 构 理论 
的 出 现 。 而 现代 转子 动力 学 的 理论 基础 实际 上 束 来 源 于 科学 章 命 时 期 的 梁 结 
构 理 论 。 第 5 章 将 详细 讨论 这 些 基 础 理论 。 

在 科学 逐渐 成 形 的 同时 ， 工 程 师 们 也 在 答 试 开发 从 矿井 中 抽水 的 机 械 。 格 
Ew (Otto von Guericke) 发 现 了 真空 ， 而 文艺 复兴 时 代 的 其 他 工程 师 们 一 一 
以 由 平 (Denis Papin) 为 首 一 一 则 及 明了 抽水 用 的 吸 气 机 。 第 6 章 会 简要 介绍 
这 些 发 明 。 

随 着 布莱克 (Joseph Black) 在 200 年 前 发 现 了 潜 热 ， 瓦 特 (James Watt) 
得 以 制造 出 往复 直线 运动 的 蒸汽 轮机 ， 工 业 章 命 的 时 代 来 临 了 。 第 7 章 将 讲 
述 这 一 段 激 动人 心 的 历史 。 

然而 往复 直线 运动 的 蒸汽 轮机 并 不 是 人 类 梦想 的 最 高 点 ， 在 拉 拟 尔 《〈de 
Laval) 和 帕 森 斯 (Parsons 〉 的 及 明 问世 后 ， 往 复 直 线 运动 的 蒸汽 轮机 被 配 有 
转子 和 时 所 的 汽轮机 所 取代 ， 后 者 当时 被 认为 是 “无 振动 鸭 ”。 此 时 距 今 正 
好 是 100 年 ， 而 正 是 从 那 时 起 ， 转 子 动 力学 作为 一 门 学 科 问 世 了 。 第 8 SE 
介绍 这 些 重 要 的 事件 。 

转子 和 叶片 动力 学 问题 很 大 程度 上 依赖 于 第 9 章 中 所 讨论 的 弹性 理论 。 但 
是 弹性 方程 本 里 涉及 上 共有 15 个 未 知 数 灯 合 的 偏 人 微分 方程 ， 因 此 是 不 可 解 的 。 
于 是 基于 由 牛顿 提出 的 变 分 原理 的 能 量 法 被 开发 出 来 ， 并 构成 了 现代 有 限 元 
方法 的 基础 。 第 10 章 会 讨论 能 量 法 和 一 些 同 时 代 的 采用 了 瑞 利 (Rayleigh) 
REIN Wi Sel. FESR 10 章 中 还 会 介绍 动力 学 中 最 通用 的 理论 一 一 哈 黎 顿 
(Hamilton) 原理 ， 以 及 一 些 与 之 相关 的 共有 极 大 难度 的 问题 ， 其 中 有 些 问题 
即使 是 今天 的 有 限 元 法 也 无 能 为 力 。 

当 旋 转机 械 与 发 电机 的 结合 越 来 越 普 志 时 ， 工 业界 开始 需要 确定 转子 和 叶 
片 临 界 转速 的 方法 。 由 于 当时 没有 计算 机 ， 基 于 弹性 理论 的 方法 是 不 适用 
的 。 最 开始 人 们 采用 材料 强度 法 ， 后 来 采用 图 表 形 式 的 数值 方法 也 被 开发 出 
来 。 第 11 章 将 会 介绍 这 些 方法 。 

第 12 章 会 介绍 20 世纪 中 期 开始 末 用 的 矩阵 法 。 随 着 计算 机 时 代 的 来 临 ， 
有 限 元 方法 得 以 快速 友 展 。 第 13 半 将 会 讨论 典型 的 基于 梁 、 板 和 学 的 不 同 有 
限 元 方法 ， 同 时 还 会 介绍 时 所 - 轮 盘 装配 结构 所 需要 用 到 的 非 线 性 接触 单元 
法 ， 最 后 还 列举 了 一 个 典型 鸭 采 用 商业 有 限 元 软件 进行 叶 所 仿真 的 实例 。 

第 14 章 会 详细 介绍 转子 动力 学 问题 及 其 研究 领域 ， 其 中 许多 针对 特定 问 
题 的 研究 都 是 由 杰 夫 考 特 在 1918 年 的 分 析 中 开创 的 ， 例 如 油膜 失 稳 和 陀螺 效 
应 等 。 而 第 1S 草 将 会 详细 介绍 这 些 以 传递 矩阵 形式 存在 的 方法 。 第 16 SUE 
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会 介绍 转子 动力 学 中 有 限 元 方法 的 应 用 ， 其 中 包括 近年 来 新 问世 的 三 维 实体 
转子 动力 学 仿真 方法 。 

转子 上 的 叶片 也 是 旋转 机 械 上 重要 的 部 件 ， 需 要 在 转子 动力 学 问题 的 研究 
中 了 予以 重 扣 考虑， 本 书 的 第 17 半 将 专门 讨论 叶片 和 叶 乒 - 轮 盘 机 构 的 开 友 。 

随 看 商业 软件 的 开 友 和 成 熟 ， 旋 转机 械 零 部 件 的 仿真 和 寿命 计算 被 纳入 到 
标准 设计 流程 当中 。 近 年 来 工业 界 对 结构 重量 、 夺 命 和 性 能 的 优化 设计 需求 
也 变 得 越 来 越 普遍 。 第 18 和 第 19 章 将 会 分 别 简要 介绍 这 些 方 法 。 

本 书 的 内 容 可 以 帮助 转子 和 叶片 动力 学 领域 年 轻 的 工程 师 和 学 生来 理解 过 
去 和 现在 的 工作 ， 并 了 解 未 来 的 研究 方向 。 同 时 还 可 以 玫 助 业界 专家 从 更 宽 
广 的 层面 来 布局 未 来 的 研 及 计划 。 

这 里 作者 想 强 调 一 下 ， 要 对 整个 旋转 机 械 进 行 一 次 历史 回顾 几乎 是 不 可 能 
完成 的 任务 。 旋 转机 械 涵 瘟 许多 的 基本 学 科 ， 例 如 热 动力 学 、 压 缩 流 、 热 传 
叶 、 材 料 科 学 以 及 测量 和 控制 每。 我 们 只 能 限制 在 转子 和 叶片 动 力学 上 。 而 
且 即 使 在 转子 动力 学 领域 内 的 很 多 内 容 ， 例 如 注 道 路 径 冲 突 所 引起 的 激励 、 
电磁 轴承 和 环境 监控 等 ， 也 都 不 在 本 书 的 范围 之 内 。 尽 过 作者 做 了 广泛 的 研 
完 ， 还 是 会 有 一 些 重 要 的 研究 内 容 未 被 关注 到 ， 对 此 不 得 不 深 表 歉意。 

作者 真心 布 望 转子 和 叶片 动力 学 的 研究 同仁 能 够 从 本 书 中 有 上 所 收益 。 
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书 。 此 外 我 的 长 期 好 友 ， 也 是 联合 会 成 员 的 Neville FRieger 教授 为 本 书 作 了 
序 。 我 还 要 感谢 许多 印度 的 工业 和 政府 组 织 ， 他 们 为 我 的 许多 旋转 机 械 动力 学 
的 项 目 提 供 了 资金 文 持 ， 这 里 我 仅 列 举 其 中 几 家 : Bharat Heavy Electicals 公 
H]. GTRE (Gas Turbine Research Establi shment)、 印 度 空 间 研 究 院 、Bhabha 
原子 能 研究 中 心 、 科 学 技术 部 和 原子 能 部 等 
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轮子 的 问世 


石 右 时 代 的 持续 时 间 在 世界 的 各 个 角落 存在 巨大 的 差异 ， 其 始 于 大 约 200 
万 年 前 而 结束 于 公元 前 6000— 2500 年 。 从 斯 卡 雷 (Scarre) M, s x 
(Schick) 和 尼古拉斯 (Nicholas) ”的 书 中 可 以 了 解 到 ， 在 石器 时 代 巨 大 的 时 
间 跨 上 度 内 ， 气 修 和 其 他 自然 条 件 的 巨大 变化 严重 影响 了 人 类 文明 。 在 石器 时 代 
的 后 期 ， 人 类 逐渐 演化 到 现代 人 类 的 形态 。 因 此 《人 类 的 技术 》” 一 书 中 将 石 
器 时 代 划 分 为 3 个 不 同时 期 : 旧 石 器 时 代 、 中 石器 时 代 和 新 石器 时 代 。 

其 中 旧 石 器 时 代 最 长 ， 从 200 万 年 前 石器 工具 被 类 人 猿 使 用 开始 ， 到 最 近 
的 一 次 冰河 时 期 结束 (大 约 是 公元 前 13,000 F) 。 在 之 后 ， 更 加 温和 的 气候 
使 得 食物 更 加 丰富 。 在 热带 和 温带 森林 区 域 ， 旧 石器 时 代 的 工具 尽管 仍然 由 石 
头 的 雄 片 构成 ， 但 已 开始 适应 新 的 条 件 。 这 一 距 今 数 干 年 的 时 期 被 称 为 中 石器 
时 代 ， 人 们 发 现 树干 的 截面 是 圆 的 ， 因 此 可 以 利用 外 力 来 令 其 滚动 ， 而 当 树 校 
被 从 树干 上 清除 后 ， 原 木 的 滚动 速度 可 以 大 幅度 提高 〈 见 图 1-1) 。 














1-1 早期 人 类 通过 深 木 来 移动 物体 (图 片 由 Lakshmi 女士 绘制 ) 
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在 早期 ， 人 们 肥 现 把 请 其 放 在 重 物 下 可 以 方便 拖 动 重 物 ， 雪 要 和 请 板 因 
此 而 问世 。 后 来 人 们 又 开始 把 滚 林 和 请 板 组 合 到 一 起 使 用 ， 当 请 板 将 要 从 第 
一 根 滩 木 上 滑落 时 ， 将 第 二 根 滚 木 放 在 请 板 的 前 站 来 继续 承载 。 随 后 人 们 发 
现在 长 时 间 使 用 后 ， 承 载 的 该 木 上 会 出 现 沟 模 ， 而 这 些 很 深 的 沟 槽 实际 上 可 
以 让 滑板 在 单个 滚 木 上 移动 更 长 的 距离 ， 于 是 滚 木 狂 变 成 了 轮子 。 在 这 个 过 
程 中 ， 滚 林 上 的 沟 覃 部 分 家 分 离 出 来 制作 成 轮轴 ， 而 木 制 的 钩子 则 被 固定 在 
轮轴 两 端的 光 板 上 。 随 后 人 们 对 这 一 结构 进行 了 改进 并 发 明了 马车， 轮子 和 和 
轴 之 间 不 再 用 钩子 连接 ， 而 是 在 马车 的 框 如 上 外出 用 于 连接 轴 的 孔 ， 从 而 将 
轴 和 轮子 分 离开 来 ” 。 

轮子 可 能 是 有 史 以 来 人 类 最 重要 的 机 械 友 明 。 目 工业 羊 命 开 始 以 来 几乎 
所 有 的 机 堪 都 涉及 这 一 简单 而 基本 的 有 发明。 人 们 已 经 无 法 想象 任何 机 械 系 统 
可 以 没有 轮子 或 者 任何 一 个 对 称 部 件 可 以 不 围 经 看 轴 进 行 圆 周 运 动 。 从 微小 
的 手表 齿轮 到 汽车 ， 从 计算 机 磁盘 驱动 大 到 喷气 式 用 动机， 其 最 基本 的 原理 
都 是 一 样 的 。 

公元 前 8000 FEAF AB HI BU Y KREE, XE A s I TNT R8 II] o 
志 。 石 制 工具 变 得 光亮 且 更 加 多 样 化 。 到 了 公元 前 6000 EA as 48 d 
现 ， 与 此 同时 铀 器 则 开始 在 某 些 区 域 出 现 。 随 后 就 是 青铜 器 时 代 ， 在 铁器 被 引 
入 之 前 ， 几 乎 所 有 的 工具 和 武 占 部 是 由 青铜 制作 而 成 的 。 在 这 一 时 期 人 们 友 明 
了 转速 缓慢 的 制 陶 用 的 轮 盘 〈 见 图 1-2) 。 在 公元 前 3000 年 左右 ， 埃 及 人 发 
明了 更 快 的 轮 盘 ， 这 是 一 套 完 整 平衡 的 石 制 设备 。 根 据 在 古代 医 土 板 上 的 图 男 
记载 ， 人 类 所 知 的 最 早 的 制 陶 轮 盘 出 现在 公元 前 3500 SER SS ZR IPRC MER Ur 
城邦 (在 今天 的 伊拉克 境内 ) 。 而 最 早 采 用 的 车 轮 则 出 现在 公元 前 3200 ES 
索 不 达 米 亚 人 的 马车 上 《〈 见 图 1-3) 。 这 一 点 似乎 很 有 趣 : 轮子 在 制造 业 中 的 
应 用 似乎 早 于 其 在 车 辆 上 的 应 用 。 
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图 1-2 公元 前 3500 年 制 陶 工 的 图 1-3 ”被 用 于 运输 的 车 轮 


轮 盘 〈 图 片 由 Lakshmi 女士 绘制 ) (图 片 由 Lakshmi 女士 绘制 ) 
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轮子 随后 被 埃及 人 了 予以 改进 ， 公 元 前 2000 年 的 埃及 马车 上 出 现 了 辐 条 。 
而 在 古 印 度 ， 带 有 和 辐 条 车 轮 的 号 车 出 现在 公元 前 1500 FEA ME 1-4) 。 
希 脂 人 则 从 埃及 人 那里 采纳 了 车 轮 的 制作 并 进行 了 进一步 的 改进 。 到 了 罗马 芝 
国 时 代 ， 多 与 人 也 装备 了 和 车轮 并 开始 生产 更 为 多 样 化 的 带 有 轮子 的 车 辆 ， 包 丘 
战 车 、 狩 猫 用 车 、 赛 车 、 两 轮 手 推 车 、 戴 顶 竹 的 四 轮 马车 、 重 载 的 四 轮 运 输 货 
车 和 客车 等 。 

hia Hu EEA 476 年 的 履 灭 ， 在 这 个 古老 销 国 的 境内 轮子 开始 被 三 
ZAP FLAS. K| 1-5 所 示 的 磨 刀 轮 盘 在 中 世纪 由 阿拉 伯 传 到 欧洲 ， 并 大 幅 
提高 了 生产 武 占 的 效率 。 
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图 1.4 古 印度 的 融 辐 条 的 马车 图 1-5 中 世纪 的 麻 刀 轮 绰 
(图 片 由 Lakshmi 女士 绘制 ) CE] Hr FH Lakshmi 女士 绘制 ) 
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中 世纪 之 前 的 技术 


名 腊 人 从 埃及 人 那里 获得 了 初等 数学 并 开 友 了 工具 为 当时 的 物理 学 家 和 工 
程 师 服务 。 在 公元 前 600 年 从 埃及 引入 了 几何 之 后 ， 和 希腊 人 将 其 和 算术 分 开 ， 
将 两 者 作为 独立 的 数学 分 文 加 以 有 发展 。 在 接 下 来 的 数 自 年 中 ， 和 硕 波 克拉 提 斯 
(Hippocrates， 公 元 前 460 年 一 不 详 ) 、 亚 里 士 多 德 〈 公 元 前 384 一 公元 前 322 
年 ) 、 欧 几 里 德 〈Euclid， 公 元 前 323 一 公元 前 285 年 ) 和 其 他 一 些 人 先后 将 
整个 数学 系统 化 并 形成 了 今天 的 几何 和 算术 。 

亚 里 士 多 德 可 能 是 第 一 位 提出 有 组 织 研究 构想 的 先哲 。 从 物理 学 的 观点 来 
看 ， 占 锅 腊 哲学 家 们 并 未 提出 过 被 今天 所 接受 的 基本 定理 ,但 是 他 们 利用 其 
权威 给 出 的 一 些 错误 的 假设 确实 影响 了 后 人 数 个 世纪 。 十 硕 腊 人 《如 亚 里 士 
多 德 ) 花 避 了 大 量 的 时 间 来 研究 运动 的 事物 而 不 是 静止 的 物体 ， 后 来 的 科学 
世界 原本 可 以 从 他 们 的 猜想 中 获 益 匪 浅 ， 但 是 他 们 只 留 下 了 有 关上 和 目 然 和 “ 非 
目 然 ” 运 动 的 含糊 表述 ， 这 些 表 述 混 请 了 世人 并 且 实 质 上 阻碍 了 力学 基本 原 
理 的 发 现 。 

亚 里 士 多 德 学 院 曾 经 教授 过 的 一 些 错误 的 假设 如 下 。 

e 

e 物体 分 为 绝对 重 的 物体 和 绝对 轻 的 物体 ， 当 它们 各 目 寻 找 其 空间 位 置 

时 ， 轻 的 物体 会 在 上 面 。 
e 运动 分 为 目 然 运动 和 剧烈 运动 。 
人 
这 些 言论 阻碍 了 力学 的 发 展 。 

出 生 于 西西 里 岛 上 锡 拉 库 扎 城 邦 的 阿 基 米 德 (公元 前 287 一 公元 前 212 
E) 被 许多 人 认为 是 全 世界 第 一 位 数学 天 才 ， 也 有 很 多 人 相信 他 的 很 多 成 就 被 
记载 了 下 来 。 他 将 一 些 简 单 的 机 器 组 成 一 个 系统 并 提出 其 功能 原理 。 他 可 






































= 
He xe REIR AE — ^ Hi 38 MR 9| BET ee —_W RA, rf Ae hte 
di SAL AT REL, pe TUG OPTI Te PR EAT HY TBA A PER 
We VL A Fn 4S JIA TUER DE © i) EON EH Te AL) uA 2-1 所 示 。 他 的 名 言 是 
“RPS SC, din] Ley HER” . 
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2-1 手柄 的 转动 将 一 部 分 水 引入 螺旋 机 构 ， 从 而 可 以 将 水 运 到 


fe KT BR TARE (图 片 及 说 明 引 目 维 基 百 科 ) 


阿 基 米 德 曾 在 亚历山大 大 学 接受 教育 。 许 多 数学 家 和 科学 家 都 曾 在 该 大 学 
工作 并 投身 于 建造 许多 迷人 机 器 的 工作 中 ”“， 其 中 最 伟大 、 最 绚丽 多 彩 的 无 疑 
jets Y (Hero) ， 他 生活 在 公元 前 二 世纪 的 某 段 时 间 。 他 最 好 的 发 明 是 “ 艾 俄 
洛斯 之 球 CAelopile) ”一 一 全 世界 第 一 台 反 动 式 汽 轮机 ， 它 通过 燕 汽 作为 媒 
介 ， 将 热能 转化 为 机 械 能 ， 见 图 2-2. 


Ma, F MN NE " - dx - 
> WWW — ad 
| y H- gg - 





2-0 FO WY “SCRE IT Ek Caelopile) " 
《图 片 来 自 维 基 百 科 ， 由 伦敦 的 Woodcroft 编辑 ) 


布 罗 的 “ 艾 俄 洛斯 之 球 CAelopile) ”的 原理 非常 明确 ， 图 2-2 PR B 


FERAN ye 


-一 6 一 

dc IK. TKR EAR, ART Ee E 进入 一 个 具有 转轴 的 金属 
ER, fie SAUER SHER K 和 H 排 气管 耗 散 时 ， 由 于 蒸汽 的 反作用 
力 ， 金 属 球 会 发 生 旋 转 。 然 而 这 个 装置 并 无 法 产生 有 用 功 ， 因 为 它 无 法 创造 所 
ri 22 I ren ART o 

在 18 世纪 80 年 代 ， 瓦 特 对 这 样 的 反动 式 汽 轮机 的 理论 运行 条 件 进行 了 研 
完 并 得 出 结论 : 即使 在 当时 新 的 撤 术 条 件 下 ， 也 无 法 真正 使 用 这 样 的 旋转 式 汽 
轮机 。 
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水 车 


AFA FS ERP Re ee. UR RE he TB, SEA LE 
块 平 整 的 石 志 ， 上 面 放 上 食材 ， 然 后 用 石头 或 硬木 来 揭 碎 。 考 古 学 记录 证 明 ， 
在 大 约 3 万 年 前 ， 珊 鲁 马 努 民族 的 亏 术 家 们 才 开 始 使 用 研 钵 和 桂 来 研磨 和 混合 
4t 41 Hd SRA HSL “BE” BOE 

LEA a Ba WA CAA EY) Be A, FH eae OR i. A 
i EA eee PCP CRIMEA. MT hey) 和 一 块 磨 
石 〈 用 于 通过 转动 来 碾 压 谷物 来 制作 面粉 ) 组 成 。 石 磨 由 人 力 推动 ， 方 便 易 
用 ， 直 到 今天 仍然 在 世界 的 很 多 地 方 被 使 用 着 。 到 了 距 今 2000 年 前 ， 人 们 开 
始 利用 水 力 来 转动 石 茵 ， 水 车 因此 而 问世 ， 这 可 能 是 人 类 第 一 个 不 需要 人 力 或 
动物 做 功 来 创造 机 械 能 的 工具 站 1。 

历史 上 关于 水 车 最 早 的 描述 来 
自 于 一 位 罗马 工程 师 维 特 鲁 维 
(Vitruvius， 公 元 前 31 年 一 公元 14 
年 ) ， 他 曾 创 作 了 一 部 长 达 10 卷 的 
著作 来 介绍 罗马 帝国 时 代 工 程 领域 ww 
的 各 项 成 就 。 在 古 罗马 时 代 已 经 有 ANAM 
三 大 类 的 水 车 ， 一 种 水 平 旋 转 的 和 | ' 
两 种 竖 直 旋转 的 ， 读 者 可 以 参见 汉 
森 (Hansen) 的 网 页 外。 图 3-1 Œ 
示 了 一 个 磨坊 中 常用 的 上 上尉 式 〈( 轮 
辐 方 向 向 上 的 ) 水 车 。 在 罗马 帝国 “排水 道 77 
NA, RSE EAE quil Easter COREE AL, 
E| Bg BS Bay IKE (Arles) BRrB B 
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由 Daniel M. Short 编辑 ) 
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加 尔 〈Barbegal) 。 在 公元 4 世纪 ， 一 个 巨大 的 面粉 磨坊 采用 了 16 个 上 射 式 水 
车 ， 如 图 3-2 所 示 。 
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在 古代 中 国 的 文明 中 ， 水 力 是 重要 的 能 源 。 其 中 一 个 非常 有 趣 的 水 能 应 用 
ERK, WA 3-3 所 示 。 根 据 一 本 古代 书籍 的 记载 ， 公 元 31 年 ， 一 位 东汉 工 
程 师 杜 诗 (Tu Shih) 发 明了 一 个 由 水 力 张 动 的 往复 直线 运动 机 构 来 铸造 铁 制 
的 农用 工具 。 在 更 早 的 时 代 ， 水 力也 一 直 被 应 用 于 磨坊 。 在 中 国 ， 大 型 旋转 磨 
坊 与 欧洲 差不多 同时 出 现 《〈 公 元 前 2 世纪) ， 但 当 欧 洲 还 在 使 用 奴隶 和 动物 来 
提供 能 量 的 时 候 ， 水 车 在 中 国 已 经 是 主要 的 能 量 来 源 了 。 








3-3 古代 中 国 用 来 铸铁 的 水 车 机 构 〈 图 片 来 自 维 基 百 科 ， 由 Wang Zhen 编辑 ) 


Pm 





文艺 复兴 时 期 的 工程 师 们 对 水 车 进行 了 研究 ， 并 且 友 现 如 果 将 整个 轮 盘 封 
闭 起 来 ， 作 用 在 轮 盘 叶 厂 上 的 水 能 可 以 发 挥 更 有 效 的 功 。 他 们 研究 发 现在 传统 
的 水 车 中 只 有 很 少量 的 水 真正 推动 了 叶 厂 (或 者 桨 叶 )〉 ， 结 果 使 奔腾 的 水 流 所 
其 有 的 大 部 分 能 量 都 流失 择 了 。 将 轮 盘 封闭 起 来 并 将 水 流 引 导 到 这 个 封闭 险 室 
中 可 以 形成 一 个 更 加 有 效 并 且 功 率 更 大 的 机 器 。 然 而 ， 由 于 当时 缺乏 对 水 力学 
的 理论 理解 ， 他 们 的 设想 未 能 实现 。 直 到 18 世纪 这 些 问 题 从 某 种 程度 上 才 被 
解决 ，1750 年 ， 德 国 数学 家 和 目 然 主义 者 泽 格 纳 (Johann Andres von 
Segner, 1704~1777) 制造 了 一 台 反 动 式 水 轮机 ”。 在 那个 系统 中 ， 流 动 的 水 
进入 一 个 圆柱 形 的 包含 转子 主轴 的 盒子 ， 随 后 通过 一 个 切线 方 回 的 开口 流出 ， 
利用 水 的 重量 推动 倾斜 的 叶 户 来 做 功 。 

这 些 开 发 和 研究 都 发 生 在 科学 半 命 和 文艺 复兴 这 一 关键 时 期 。 在 这 一 时 
期 ， 欧 拉 建 立 了 一 门 全 新 的 科学 一 一 “理性 力学 ” … ， 在 其 著作 《航海 科学 》 
的 第 一 卷 中 研究 了 理想 流体 ， 并 在 第 二 关中 研究 了 航海 和 山 舶 工程 。 推 进 磊 和 
曙 旋 桨 的 发 明 在 很 大 程度 上 应 当归 功 于 欧 拉 ， 尽 管 在 他 的 那个 时 代 这 些 都 仅仅 


Wk oom 


存在 于 理论 中 ， 但 是 ， 欧 拉 在 洋 格 纳 的 水 轮机 上 的 试验 及 其 在 相关 的 水 轮机 理 
WERNA EA HREH 
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风 车 


在 5000 多 年 前 ， 十 埃及 人 开始 使 用 风力 来 驱动 尼罗河 上 的 船舶 。 当 时 水 
车 已 经 在 农业 中 得 到 了 广泛 采用 ， 但 风车 却 似乎 只 被 用 于 利用 “看 不 见 的 能 
量 ” 来 驱动 风帆 。 亚 历 山 大 的 希 荣 (Heron) 发 明 的 风 轮 是 历史 上 已 知 最 早 的 
风力 驱动 的 机 器 “。 而 最 早 的 实用 风车 是 在 波斯 东部 发 明 的 垂直 轴 风 车 ， 其 记 
载 源 于 9 世纪 波斯 地 理学 家 艾 斯 塔 克 雷 (Estakhri) ”“。 风 车 的 原型 可 能 出 现 
在 公元 7 世纪 的 波斯 (现在 的 伊朗 ) ， 其 风帆 被 安装 在 一 个 竖 直 的 轴 上 ， 如 
图 4-1 所 示 。 到 了 12 世纪 末 ， 采 用 水 平 轴 的 风车 在 欧洲 出 现 ， 最 早出 现在 
当时 属于 英格兰 的 诺曼底 。 这 些 早 期 的 风车 都 是 单 柱 风车 ， 风 帆 和 其 他 设备 
都 被 安装 在 同一 根 粗 壮 的 柱子 上 ， 而 整个 机 器 都 必须 迎风 旋转 。 

两 个 世纪 后 市 有 塔 架 的 风车 出 现 了 ， 机 械 设备 被 封闭 在 静止 的 塔 架 中 ， 只 
有 安装 有 风帆 的 顶端 需要 旋转 。 

1854 HAE (Daniel Halliday) 获得 了 第 一 个 美国 风车 专利 。 他 的 风车 
有 具有 4 个 木 制 的 叶片 经 主轴 旋转 ， 并 且 能 够 根据 风速 自动 调节 ， 它 还 具备 一 个 
尾 发 使 之 能 够 始终 迎 着 风 疝 ， 如 网 4-2 所 示 。 












































图 4-1 早期 波斯 的 竖 直 轴 风 车 图 4-2 早期 安装 在 水 平 轴 上 的 美国 风车 
(图 片 由 Lakshmi 女士 绘制 ) (图 片 来 自 于 美国 专利 与 商标 局 ) 








到 现在 为 止 我 们 已 经 看 到 了 旋转 机 械 是 如 何 从 古代 演化 而 来 的 。 同 时 我 们 
意识 到 如 果 没 有 足够 的 科学 背景 和 理论 来 文 持 ， 旋 转 〈 包 括 往复 直线 运动 的 ) 
机 械 的 开发 和 使 用 始终 无 法 突破 一 个 瓶颈 。 尽 管 阿 基 米 德 早 在 公元 前 3 世纪 就 
实现 了 科学 思维 的 局 蒙 ， 但 中 世纪 西方 世界 里 教廷 的 严密 控制 阻碍 了 科学 的 进 
一 步 发 展 。 直 到 16 世纪 中 叶 ， 科 学 才 开 始 复 兴 但 步伐 仍旧 非常 缓慢， 因为 教 
廷 继续 硕 固 坚持 大 地球 是 宇宙 中 心 的 信仰 。 教 廷 的 一 些 学 者 一 一 其 中 一 位 是 生 
活 在 公元 90~ 168 年 的 托 勒 密 (Ptolemy) 一 一 赞同 并 且 广 泛 推 广 了 柏拉图 
(Plato) 在 公元 前 4 HAC 8j vr m joo pom, 

本 书 的 作者 相信 世界 上 在 不 同时 代 、 不 同 地 区 独立 发 展 出 来 的 各 种 宗教 都 
有 具有 相同 的 目的 和 相似 的 手段 ， 即 教诲 人 类 好 的 行为 从 而 把 人 类 与 动物 区 分 出 
来 。 而 科学 作为 一 种 普 世 的 思想 也 在 改变 着 人 类 和 宗教 。 当 某 位 思想 家 基于 科 
学 的 证 据 表 达 了 一 个 与 现 有 宗教 教义 不 同 的 观点 时 ， 这 些 宗教 所 宣传 的 信仰 都 
会 被 强烈 地 质疑 。 尽管 存在 冲突 一 一 例如 日 心 说 带 给 天 主教 的 冲击 ， 而 且 这 种 
冲突 导致 了 科学 思维 方式 的 主导 地 位 被 耽误 了 数 百 年 一 一 但 最 终 这 种 冲突 形成 
了 科学 革命 ， 并 为 随后 的 工业 革命 铺 平 了 道路 。 在 旋转 机 械 领域 ， 科 学 革命 带 
来 了 解释 架 弯 曲 的 科学 理论 〈 这 是 理解 转子 的 先决 条 件 ) ， 而 工业 音 命 则 带 来 
了 开发 更 局 速 旋转 机 械 的 实际 需求 。 作 者 将 在 下 一 章 中 讨论 这 两 件 事 。 
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文艺 复兴 与 科学 革命 


在 中 世纪 ， 技 术 工 作 不 是 一 个 高 尚 的 行业 ， 相 反 筷 被 认为 是 一 个 由 手工 艺 
者 通过 试 错 法 来 工作 的 低 贱 行业 。 而 且 由 于 缺乏 对 固体 和 流体 运动 行为 的 统一 
理解 ， 当 时 的 知识 体系 可 以 说 是 一 团 乱 麻 '” 1。 在 当时 ， 有 知识 的 人 通常 被 
当做 哲学 家 ， 而 不 是 科学 家 。 

直到 文艺 复兴 时 期 〈1400 一 1600 年 ) ， 科 学 思维 才 开 始 复苏 ， 并 为 其 后 
的 科学 革命 商定 了 基础 。 近 年 来 人 们 开始 承认 达 苍 奇 (1452—1519 年 ) 在 科 
学 革命 之 前 对 固体 力学 、 流 体力 学 和 机 械 设 计 的 基础 性 贡献 。 在 西班牙 国家 博 
WIE 1967 年 发 现 的 两 卷 珍 贯 的 马德里 手稿 中 ， 第 一 卷 里 体现 了 达 苍 奇 的 页 
献 ， 而 这 些 贡献 在 过 去 五 百年 中 一 直 不 为 人 所 知 “1。 在 手稿 中 ， 达 芬 奇 正确 
地 得 出 结论 : SES IR ee tay AC AES HE Se ek A EAE AY 5-1 所 示 的 弯 
曲 和 扭转 后 仍然 保持 平面 。 在 当时 ， 达 芬 奇 手 中 没有 胡 克 〈Hooke) 定律 和 微 
积分 来 完善 这 一 理论 ， 人 们 还 需要 等 竺 伽利略 〈Galileo) 来 改进 这 一 理论 ， 然 
后 还 要 等 待 更 长 的 时 间 才 由 欧 拉 (Euler) MAZA] (Bernoulli) 3E £4 £& ati 25 Hf 
的 正确 方程 。 
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EVE ZA, MAINE (Galileo Galilei, 1564~1642) 被 公认 是 发 展 梁 理论 的 
第 一 人 ， 他 将 虚 功 原理 看 做 是 通用 法 则 。 然 而 ， 伽 利 略 在 发 展 梁 理论 时 作 
出 了 不 正确 的 假设 一 一 他 未 能 认识 到 在 菜 的 任何 一 个 截面 上 都 共有 拉 伸 和 压缩 
应 力 的 平衡 。 当 然 这 并 非 他 的 贡 任 ， 因 为 这 一 拉 伸 和 压缩 应 力 的 平衡 要 到 数 年 
后 才 由 巴黎 的 马里 奥 特 CMariotte, 1686) AMP. 

后 来 被 大 多 数 科 学 史家 称 之 为 科学 革命 的 标志 性 事件 发 生 在 1543 年 ， 这 
件 事 就 是 哥 白 尼 (Nicolaus Copernicus) 发 表 了 他 的 《天 体 运 行 论 (De 
revolutionibus orbium coelestium) 》 0007。 人 们 公认 哥 白 尼 沿 用 了 在 公 
元 2 世纪 由 埃及 数学 家 和 天 文学 家 托 勒 密 在 其 《天 文学 大 成 CAlmagesO 》 中 
采用 的 方法 ， 尽 管 他 们 的 结论 大 相 径 庭 。 

a s HE su p A} C Empedoclean) 将 宇宙 的 元 素 分 为 气 、 水 、 火 和 
土 ， 并 将 其 按照 与 人 类 的 距离 加 以 排序 。 中 国人 则 把 物质 分 为 五 个 元 素 ， 即 
S., K, K” KME. ME rÉ PanchaMahabhuta， 即 “五 大 元 素 ” 分 别 是 
Prithvi 或 者 Bhumi (CE) 、Ap 或 者 Jala (OK) . Agni 或 者 Tejas (K) 、 
Vayu 或 Pavan TAKAO 和 Akasha (KF) 。 无 论 在 哪 种 文明 中 ， 火 和 热 
都 被 当做 是 基础 的 能 量 来 源 ， 用 以 产生 有 用 的 机 械 能 。 伽 利 略 是 第 一 位 质疑 这 
一 观念 的 人 ， 在 他 的 两 本 车 作 (Il saggitore》 和 《Discorsi》 中 指出 热量 的 感觉 
是 由 一 定量 的 特定 原子 的 快速 运动 造成 的 (伽利略 原子 模型 )。 后 来 的 笛 卡 儿 
(Rene Descartes, 1596~1650) 比 伽利略 更 为 直接 ， 他 把 所 有 物理 现象 都 解释 
为 延伸 或 者 移动 。 此 处， 伽利略 处 理 加 速度 问题 所 采用 的 数学 方法 及 其 对 惯性 
的 概念 反映 了 中 世纪 早期 人 们 对 运动 的 分 析 和 认识 。 他 开发 出 微 积分 ， 从 而 开 
创 了 数学 方法 在 科学 领域 中 新 的 应 用 。 他 还 提出 了 重力 的 平方 反比 定律 来 解释 
行星 的 椭圆 轨道 ， 从 而 推动 了 著名 的 万 有 引力 定律 的 发 现下 。 牛 顿 (Isaac 
Newton, 1642~1727) If] Kiwi Size ETE RIT (Kepler) 和 伽利略 的 研 
完工 作 基 础 之 上 的 。 

博 伊 尔 (Robert Boyle, 1627~1691) 是 笛 卡 儿 的 著名 弟子 。 他 对 热学 的 主 
要 页 献 是 在 化 学 领域 以 及 他 著名 的 描述 弹性 流体 或 气体 中 压力 和 体积 关系 的 定 
律 。 一 般 而 言 ，17 世纪 的 热学 理论 已 经 成 功 地 将 微观 流体 的 概念 与 流体 的 组 
成 粒子 或 原子 关联 了 起 来 。 但 在 当时 原子 仍然 是 一 个 恋 ， 直 到 道 尔 顿 化 学 
(Daltonian Chemistry) 在 1808 年 被 接受 。 而 原子 运动 的 形式 直到 19 世纪 能 量 
的 概念 被 建立 起 来 后 才 逐 渐 补 理解。 

科学 革命 真正 开始 加 速 是 由 牛顿 ”"、 莱 布 尼 兹 (Glttfried Leibniz, 1646~ 
17160 P9. [g EK (Pierre Varignon, 1654 ~ 1722) DS) HE A AT} dE RI 
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(Jacob Bernoulli, 1654~ 1705) PI, 2 #j - (42% f| (Johann Bernoulli, 1667~ 
1748) “和 丹尼尔 。 伯 努 利 (Daniel Bernoulli, 1700~ 1782) “共同 推动 的 。 

欧 拉 〈Leonhard Euler, 1707 一 1783) 一 一 一 位 伟大 的 瑞士 数学 家 一 一 提 
出 了 欧 拉 方程 来 描述 非 粘 性 流体 的 动量 守恒 和 质量 守恒 。 后 来 纳 维尔 〈Claude 
Louis Marie Henry Navier, 1785— 1836) PST 和 斯 托 克 斯 (George Gabriel Stokes, 
1819~ 1903) ” 将 粘性 力 加 入 欧 拉 方 程 形成 了 纳 维尔 -斯 托 克 斯 方程 。 欧 拉 为 
力学 做 出 了 许多 页 献 ， 其 中 最 著名 的 部 分 都 在 他 1736 年 出 版 的 《力学 (材料 
强度 ) 》 一 书 中 ， 当 时 他 在 对 彼得 你 担任 终 映 数学 教授 。 这 本 书后 来 被 公认 是 
第 一 本 提出 分 析 力 学 的 著作 。 

在 牛顿 的 《自然 哲学 的 数学 原理 (Principia)》 一 书 出 版 65 Fa, BT 
尔 (Jean leRond D’Alembert, 1717~1783) 在 1743 年 出 版 了 《 论 动 力学 
(Traite de Dynamique) 》。 随 后 在 1750 年 欧 拉 和 伯 努 利 正确 地 解释 了 细 长 简 
文 架 的 要 曲 。 欧 拉 - 伯 努 利 模型 包含 了 由 于 要 曲 产生 的 应 变 能 和 由 于 侧 癌 位 移 
产生 的 动能 ， 该 模型 的 发 展 可 以 上 渊 到 18 世纪 ， 当 时 和 雅 各 布 * 伯 努 利 首先 友 
现 ， 一 个 弹性 架 在 任 一 点 的 曲率 与 该 点 的 这 和 定 成 正比 。 丹 尼 尔 。 伯 努 利 一 一 雅 
各 布 的 侄子 一 一 首先 提出 了 染 的 振动 微分 方程 。 随 后 ， 欧 拉 在 研究 弹性 染 在 不 
同 载 傈 条 件 下 的 形状 时 证 明了 雅 各 布 的 理论 。 欧 拉 还 对 弹性 曲线 进行 了 大 量 的 
前 沿 性 研究 。 欧 拉 - 伯 努 利 染 理 论 一 一 有 时 也 被 称 为 经 典 梁 理论 、 欧 拉 梁 理 
论 、 伯 努 利 梁 理 论 或 者 伯 努 利 - 欧 拉 梁 理 论 一 一 因为 其 简单 而 且 能 够 提供 合理 
的 工程 近似 解 ， 成 为 了 最 为 常用 的 力学 理论 之 一 。 但 是 欧 拉 - 伯 努 利 模型 也 有 
一 些 缺 陷 ， 比 如 它 会 轻微 地 高 佑 固有 频 读 ， 这 个 问题 在 高 阶 模 态 时 甚至 更 为 严 
重 。 此 外 该 模型 对 较为 粗 短 的 梁 的 预测 精度 较 差 “。 

对 转子 动力 学 的 研究 者 来 说 ， 深 理论 可 以 说 是 所 有 分 析 的 基础 。 即 使 在 
20 世纪 ， 所 有 的 转子 还 都 是 被 梁 模 型 加 以 简化 ， 和 直到 最 近 几 年 才 开 始 在 转子 
动力 学 分 析 中 采用 实体 模型 。 因 此 染 模型 在 转子 动力 学 的 历史 中 起 到 了 非常 重 
要 的 作用 。1877 年 提出 的 瑞 利 (Rayleigh) 梁 理 论 考虑 了 截面 旋转 的 效应 ， 从 
而 对 欧 拉 - 伯 努 利 染 理论 做 出 了 局 部 改进 。 在 该 模型 中 考虑 了 由 于 旋转 产生 的 
动能 ， 从 而 降低 了 欧 拉 - 伯 努 利 模 型 的 固有 频率 。 铁 木 痒 可 (Timoshenko) 在 
1921 年 左右 研究 了 欧 拉 - 但 努 利 梁 在 高 频 啊 应 下 的 彭 切 效应 (该 效应 在 低频 时 
可 以 忽略 ) ， 最 终 形成 的 染 模 型 直到 今天 都 一 直 在 使 用 。 

拉 格 明日 (Joseph Louis Lagrange, 1736~1813) 在 科学 革命 期 间 也 做 出 了 
基础 性 的 贡献 ， 他 将 牛 顿 力学 转化 为 分 析 的 一 个 分 文 ， 形 成 了 拉 格 明日 力学 ， 
并 且 利 用 变 分 法 将 所 谓 “ 力 学 原理 ”简化 为 求解 变 分 极 值 的 结果 。 哈 密 顿 
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(Hamilton, 1805~1865) 在 1834 年 公布 了 其 著名 的 动力 学 原理 ， 哈 密 顿 原 理 
古今 天 求解 所 有 振动 问题 的 基础 。 

克拉 尼 (Ernst Florenz Friedrich Chladini, 1756~1827) ， 一 位 德国 音乐 家 
和 科学 家 ， 进 行 了 振动 板 试 验 ， 并 将 结果 展示 在 所 谓 的 “克拉 尼 图 ”中 |。 
克拉 尼 重 复 了 牛津 大 学 胡 克 (Robert Hooke) 在 1680 年 7 月 8 日 进行 的 先驱 
性 试验 ， 后 者 当时 观察 到 振动 玻璃 板 上 的 节点 排 布 。 胡 克 使 用 一 根 小 提琴 己 弦 
雄 探 酒 满面 粉 的 玻璃 板 引 起 后 者 振动 ， 并 观察 到 随 着 频率 变化 节点 排 布 出 不 同 
的 形式 。 根 据 元 拉 尼 在 其 1787 年 的 书 中 记载 ， 他 改进 了 这 一 试验 ， 用 金属 板 
取代 了 玻璃 板 并 用 细 沙 取代 了 面粉 。 在 金属 板 被 号 苞 激 励 达 到 共振 时 ， 细 沙 不 
浙 地 移动 直到 抵达 振 型 的 节点 上 ， 形 成 了 节点 阵 的 排 布 ， 图 5-2 中 是 一 个 现代 
的 类 似 试验 ， 访 试验 中 形成 了 我 们 今天 所 知 的 矩形 板 模 态 振 型 。 元 拉 尼 的 试验 
是 第 一 次 对 二 维 谐 波 振 动 的 试验 展示 。 








图 5-2 酒 在 振动 板 上 的 细 沙 移动 到 市 点 线 上 ， 展 示 出 由 菜 一 阶 频率 引起 的 谐 波 的 形式 
(本 图 片 来 自 于 美国 蒙 大 拿 州 立 大 学 的 物理 学 演示 视频 教程 ) 








在 当时 没有 任何 理论 能 够 解释 这 一 看 起 来 奇怪 的 现象 ， 法 国 皇 帝 拿 破 仑 被 
这 一 演示 激 起 了 好 奇 心 ， 于 是 法 国 科 学 院 设置 了 巨额 奖金 来 寻找 这 一 现象 背后 
的 数学 理论 。 但 由 于 拉 格 朗 日 曾 说 过 当时 现 有 的 数学 方法 无 法 解决 这 一 问题 ， 
结果 许多 数学 家 都 放弃 了 尝试 。 当 时 很 多 人 都 以 为 需要 考虑 材料 的 分 子 结构 才 
能 解释 这 一 现象 。 热 尔 曼 (Sophie Germain, 1776~ 1831) 尝试 求解 了 这 一 问 
题 ， 并 在 1815 年 因为 建立 了 板 壳 理论 而 获得 了 这 一 奖项 一 一 尽管 她 的 板 壳 理 
论 还 有 一 些 缺 陷 需 要 等 到 1850 年 才 由 基 尔 霍 夫 〈Kirchoff) 加 以 纠正 ”和 34 
Hi 在 克拉 尼 演 示 了 谐 波 的 现象 后 ， 人 们 等 待 了 长 达 65 年 才 理 解 如 何 处 理 这 
类 二 维 结构 问题 。 

库仑 (Charles-Augustin de Coulomb, 1736~1806) 是 一 位 法 国 哲 学 家 和 和 军 
事 工程 师 。 在 1787 年 巴黎 出 版 的 法 国 历史 学 院 院 报 上 有 一 篇 库仑 的 文章 ， 其 


标题 是 《Recherches Théoriques et Expérimentales sur la Force de Torsion et sur 


转 | 


l'Élasticité des Fils de Metal) “。 这 篇 文章 应 当 是 最 早 一 篇 讨论 扭转 的 学 术 文 
献 ， 后 来 圣 维 南 (Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant, 1797~ 1886) 

— — fri Bl Jg EMAAR TE SE (Fe (Torsion) 》 中 的 第 331、 

340 和 341 页 介绍 库仑 的 古典 扭转 理论 时 都 曾 引 用 过 这 篇 文章 。 库 仑 并 未 将 捍 
窍 以 弹性 刚度 的 形式 来 表示 ， 而 是 让 前 者 与 杆 的 纵 轴 帘 面 在 法 同上 的 转动 惯量 
成 正比 。 在 板 索 理论 建立 后 ， 人 们 又 等 待 了 40 多 年 才 终 于 由 圣 维 南 在 19 世纪 
50 年 代 中 期 解决 了 非 圆 形 杆 的 扭转 问题 。 在 旋转 机 械 领 域 ， 扭 转 是 传动 系 
振动 问题 的 关键 ， 而 后 者 正 是 低 周期 疲 玫 失效 的 徘 鬼神 首 。 

瑞 利 〈Lord Rayleigh,1842 一 1919) 在 1877 年 清楚 地 讨论 了 弹性 系统 的 振 
AH, tZ (Walter Ritz, 1878~1909) 通过 变 分 发 展 了 能 量 法 ， 从 而 也 做 
出 了 巨大 的 贡献 。 

可 变形 体 的 弹性 理论 基础 也 是 在 科学 革命 期 间 更 定 的 。 工 程 师 们 通 弟 把 可 
变形 体 称 之 为 “结构 ”。 乐 甫 (Augustus Edward Hough Love) 是 一 位 英国 地 
球 物理 学 家 和 数学 家 ， 他 的 长 达 两 着 的 著作 《数学 弹性 理论 CA Treatise on the 
Mathematical Theory of Elasticity) 》 是 工程 师 、 数 学 家 和 物理 学 家 不 可 或 缺 的 
参考 文献 。 它 是 现 有 的 经 典 弹性 理论 中 最 全 面 且 最 权威 的 井 作 ， 尽 管 这 一 领域 
中 还 有 一 些 其 他 优秀 的 教材 ， 他 们 的 作者 包括 : EE CDymO 和 沙 姆 斯 
(Shames) "4, 索 科 尼 科 夫 (Sokolnikoff) P, gk 3E SERI AK (Goodier) 
DOT Fr HE, f x4 (CTodhunter) °°, 

弹性 学 家 们 利用 能 量 原理 开 友 出 近似 的 方法 来 求解 弹性 理论 问题 。 能 量 原 
理 是 所 有 弹性 问题 算法 的 基础 ， 包 括 那 些 位 移 场 随时 间 变 化 的 问题 (振动 问 
题 ) 。 这 些 问 题 最 初 聚 焦 在 梁 结 构 上 ， 随 后 拓展 到 板 和 实体 等 越 来 越 复杂 的 几 
何 结构 上 。 关 于 能 量 法 也 已 经 有 非常 多 的 著作 ， 其 中 包括 福克斯 (Fox) "^. 
= fi] 2% (Lanczos) ""!. BARR (Langhaar) "", RFR, Ae E Hipi 
(Prescott) “H, #834: (Washizu) P" 99!. gy Heb: (Weinstock) UA A+ 
作者 “等 人 的 著作 。 

工业 单 命 起 始 于 1780 年 瓦特 设计 的 往复 直线 运动 系 汽轮机 ， 随 后 整个 19 
世纪 都 见证 了 不 同 工 业 领 域 的 快速 扩张 。 不 幸 的 是 ， 往 复 直 线 运 动 蒸 汽轮机 有 
着 致命 的 问题 ， 即 外 部 燃烧 以 及 由 于 往复 运动 带 来 的 巨大 交 变 载 奏 严重 地 限制 
了 这 类 机 器 的 速度 和 功率 。 工 业界 开始 寻找 纯粹 的 旋转 系统 ， 硕 望 将 人 类 融入 
所 谓 的 “无 振动 机 器 ”的 时 代 。 于 是 一 门 新 的 学 科 一 一 转子 动力 学 诞生 了 。 尽 
管 本 质 上 的 振动 现象 都 是 类 似 的 ， 但 旋转 机 构 的 动力 学 与 结构 动力 学 还 是 存在 
重要 的 差别 ， 尤 其 是 在 处 理 转子 及 其 振动 现象 时 需要 设 定 特殊 的 方法 和 手段 。 
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PAM XT PASTOR, PNA SIA em AIRIN St, URINE SD IE 
研究 大 气 一 一 “至 气 的 海洋 ”一 一 因为 它 对 地 球 上 的 所 有 物体 都 施加 了 可 观 的 
压力 。 此 外 另 一 件 大 事 是 克 劳 修 斯 (Clausius) 在 1850 年 推出 了 热 动 力学 第 二 
定律 的 基本 理念 。 

直到 19 世纪 中 叶 ， 科 学 革命 的 成 果 还 没有 对 工业 产生 大 的 冲击 ， 而 科学 
对 技术 的 页 献 也 仍然 是 偶发 性 的 。 但 是 在 16 和 17 世纪 中 发 生 的 文化 和 社会 变 
半 为 科学 和 技术 的 融合 创造 了 条 件 ， 而 正 是 科学 与 拉 术 的 融合 成 为 了 现代 工业 
发 展 的 基础 “|。 
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文 志 复兴 时 代 的 工程 师 们 


在 整个 中 世纪 和 文艺 复兴 时 期 ， 欧 洲 只 拥有 一 种 有 效 的 热机 ， 它 以 火炮 的 
ee 就 是 一 台 燃 机 ， 如 图 6-1 Pra. 
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图 6-1 —& 17 "nm 它 位 于 印度 南 His FRY HELE EU A 
《图 卢 来 目 维基 百科 ) 


第 一 个 尝试 利用 大 气压 来 做 功 的 无 疑 是 格 里 元 (Otto von Guericke) ， 他 
在 1672 年 出 版 了 那 本 著名 的 书 ， 描 述 了 他 在 17 世纪 50 ee 
气泵 以 及 在 其 上 面 进行 的 试验 。 图 6-2 是 展示 了 他 那 著名 试验 的 示意 图 。 
人 们 了 解 大 气 能 够 施加 压力 ， 剩 下 的 问题 就 只 是 如 何 创造 一 个 真空 
压 来 把 活塞 推进 气缸 里 了 。 

HH (Denis Papin, 1647~1712) 是 一 位 法 国 物 理学 家 、 数 学 家 和 发 明 
家 ， 其 最 著名 的 先驱 式 发 明 束 是 气 氏 一 一 汽轮机 的 前 和 映 。 他 在 1675 年 访问 了 
伦敦 ， 在 1676~ 1679 年 与 博 伊 尔 (Robert Boyle) 一 起 工作 ， 并 于 1680 年 在 
《新 试验 的 继续 (Continuation of New Experiments) 》 上 就 他 的 工作 发 表 了 一 
篇 文章 。 在 这 段 时 间 里 ， 帕 平 发 明了 气缸 Csteam digester) 一 一 一 种 “高 压 
锅 ”， 并 且 于 1679 年 首次 在 星 家 学 会 做 了 关于 气缸 的 报告 。 他 的 主要 时 间 都 
在 伦敦 直到 1687 年 他 接受 了 德国 科学 院 的 一 个 职位 后 才 离 开 。 在 观察 到 气 
缸 中 大 气压 的 机 械 能 后 ，1690 年 他 在 沫 比 锡 建 造 了 第 一 台 活 故 式 的 汽轮机 模 














型 ， 如 图 6-3 Hrs. WASP AY Sa A — a — 938. HIR Er. A aR T T 
E. TRIE PIBUH EK, KRI S HA ZRF EH E SETA URL IE GLA 
BFC ATA TE © XXII BOY 7K 23 EE UL) RT J aE h EE x 
空 ， 于 是 外 界 的 气压 会 迫使 活塞 下 沙 《〈 这 是 主 冲 程 ) 。 这 根 金属 管 起 到 了 三 个 
作用 : 沸腾 露 、 缸 体 和 巷 汽 冷凝 匿 。 之 后 及 明 的 汽轮机 都 是 在 这 个 原型 基础 上 
逐步 改进 ， 并 逐渐 将 这 三 个 作用 加 以 分 离 的 ”。 
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图 6-2 WM BIBIT AE AS ERP, ETE GHEE (Magdeburg) 为 费 迪 南 
(STH St re BUN as CA AOR AEAF H Gaspar Schott 编辑 ) 








图 6-3 1690 年 第 一 台 汽 轮机 (图 片 来 日 维基 百科 ) 
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b= bust (Thomas Savery, 1650~1715) 一 一 一 位 英国 军事 工程 师 和 发 明 
家 ， 于 1698 年 在 由 平 的 气缸 基础 上 设计 了 第 一 人 台 节 汽 轮机 ， 并 于 当年 7 月 2 
日 获得 专利 ， 随 后 在 1699 年 6 月 14 日 为 星 家 学 会 进行 了 演示 。 他 于 1702 年 
在 《矿工 之 友 : 一 台 用 火 来 提 水 的 机 器 (The Miner’s Friend; or, An Engine to 
Raise Water by Fire) 》 一 书 中 对 这 台 机 器 进行 了 描述 ， 其 中 他 宣称 这 台 机 器 
可 以 用 于 矿井 的 排水 。 这 台 机 器 〈( 见 图 6-4) 包含 有 一 个 封闭 的 闭 满 水 的 容 
器 ， 首 先 将 压力 燕 汽 挤 入 这 个 容 医 将 其 中 的 水 提升 并 排出 矿井 ， 随 后 在 容器 中 
唤 酒 冷水 将 蒸汽 冷凝 并 形成 真空 ， 于 是 外 部 的 大 气压 会 把 矿井 中 的 水 通过 压 部 
的 阀门 压 入 到 容器 中 并 开始 下 一 次 循环 。 








6-4 bus (Thomas Savery) 在 1698 年 设计 的 真空 泵 
(图 片 来 自 维 基 百 科 ， 由 Wavesmikey 编辑 ) 


1705 SEIT XESE AB JE 2E B TI POT AR Y RERA, TERRITUS 
MAGA. XB HUS SSH HB. AEn A B Asc Hy 2 12035 27 JE 
台 从 未 得 到 实用 的 反动 式 汽轮机 以 来 汽轮机 技术 的 第 一 次 突破 。 这 人 台 机 器 〔( 见 
图 6-5) 安装 在 德国 卡 塞 尔 〈Kassel) ， 其 结构 是 : 在 锅炉 “o” 中 产生 蒸汽 排 
ABs "b" cB. Ja RAMPS IIE SE "c" o. WEP AE BOUTIN E ERAS pe TE 
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图 6-5 IFRA KRE OBS TE RE OR A Dg 
(图 片 由 Lakshimi 女士 绘制 ) 


诺 瓦 瑞 后 来 在 一 处 极 水 淹没 的 矿井 安 骤 了 一 合 真空 休 ， 如 图 6-6 所 示 。 它 
既 没 有 活 喜 也 没有 安全 准 。 锅 炉 中 产生 的 车 汽 被 输入 容 句 “a” 并 将 其 中 的 水 
通过 止 回 阅 “c” 和 管道 “b” 排 出 。 当 容 右 “a” 中 的 水 被 排 空 后 ， 机 器 俘 止 
各 其 继续 输送 蒸汽 流 ， 同 时 从 容器 “d” 向 “a” 喷 酒 冷水 对 后 者 进行 冷却 。 随 
后 由 于 真空 的 产生 ， 人 矿井 “g” 中 的 水 经 由 止 回 痢 “e” 被 挤 入 容 嚣 “a” 中。 
MHRA a” WRAT, RIRAN ANRE A E” REIT EE 
次 排水 、 冷 却 和 重新 充 水 的 循环 。 
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6-6 P= budiq (Thomas Savery) HW Zk. ee BUR HI — T RAR E 
CE] Hr HH Lakshmi 女士 绘制 ) 

近年 来 ， 一 直 被 公认 的 蒸汽 轮机 的 开 友 历史 受到 了 一 些 质 疑 ， 例 如 所 伦 带 
(Valenti) 写 道 ”: 

“ITEE DES] F 8] c B] Se 7c SEUEB T x ES] t8 20€ ——— 6 d Db vé * ^F 
本 人 一 一 曾经 故意 阻止 蒸汽 轮机 在 工业 和 航海 的 应 用 ， 这 一 行为 持续 了 将 近 一 
HEZA. KE, BREAN Ser ew - IPFE 1690 年 发 明 的 由 短 
染 轮 驱动 的 蒸汽 胎 ， 其 至 偷 鳃 了 他 的 成 末 ， 并 且 人 为 创造 了 一 个 虚构 的 故事 
—— Pj br BIB “ AF asl” X ME. p bm C Savery) 和 纽 科 曼 
(Newcomen) , WS 78 BW FFARR IM AS] SARITA FOWL, THAR MES) 
PSE ae T 

BN IN aE DL, AESEDIPYOTE LM Pda BUS ARAL a SET A. 

ZH fL = (Thomas Newcomen, 1663~1729) 对 气缸 的 排 气功 能 进行 了 改 
进 。 图 6-7 所 示 的 吸 气 赋 可 以 同 外 开局 ， 这 样 在 每 次 循环 开 始 蒸 汽 冲 入 气 氏 时 
可 以 将 其 中 积累 的 空气 通过 阀门 排出 。 在 每 一 次 循环 中 机 器 在 清除 空气 时 都 会 
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运动 并 且 控制 闪 门 “W” 上 的 塞 子 “TI1” 和 “T2”。 在 控制 燕 汽 供应 的 阀门 
“S” 上 也 有 一 个 类 似 的 机 构 〈 未 在 图 中 显示 ) 。 这 样 整个 蒸汽 轮机 的 燕 汽 和 
冷凝 水 的 供应 就 不 再 需要 人 工控 制 了 。 此 外 一 根 排泄 管 可 以 将 冷凝 后 的 蒸汽 和 
温暖 的 冷凝 水 返回 到 锅炉 中 ， 从 而 节约 热量 中。 
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图 6-7 AR SÆ 1712 EEN RIALS BUT Z2 COL 
CERD 的 对 比 (ADA EH Lakshmi 女士 绘制 ) 








纽 科 曼 的 蒸汽 轮机 成 为 人 类 历史 上 第 一 台 实 用 的 利用 获 汽 产生 机 械 能 并 做 
功 的 设备 。 其 第 一 台 可 用 的 机 器 〈 见 图 6-8) 于 1712 年 被 安装 在 斯 塔 福 德 郡 
达 德 利 城堡 附近 的 煤矿 。 从 18 世纪 初 开 始 这 样 的 机 器 开始 被 英国 和 欧洲 大 陆 
广泛 应 用 于 从 矿井 中 排水 ， 并 且 后 来 被 瓦特 当 作 原型 机 加 以 改进 “。 尽 管 在 今 
天 瓦特 的 名 字 更 为 响亮 一 一 很 大 程度 上 是 因为 制造 商 博 尔 顿 (Matthew 
Boulton) 不 遗 余力 地 推销 一 一 纽 科 受 才 是 真正 把 蒸汽 轮机 加 以 普及 推广 的 主 














| 动力 学 及 其 肥 展 


要 功 = o 


ithe ENGINE por Ameng Mater fnil a pour made) fy Fire 
J i iy 


ri 
i! 


m 
i! 


oe p 


LJ 
Er 

= 

= 

= 

rp 
[1 
oT 
= 
= 


re 
HAIR 


- -— od 
sig at 
Loa stan 
T] a 2a, Ae | 


= i LIF pu i E 





6-8 ” 纽 科 曼 的 蒸汽 轮机 (AYRE Dartmouth Directory Ltd) 
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工业 革命 


在 1780—1850 年 的 短 短 70 年 间 ， 英 国友 生 了 天 翻 地 者 的 变化 ， 这 种 变化 
在 之 前 的 人 类 历史 中 从 未 有 过 。 所 有 的 一 切 都 起 源 于 1763 年 的 一 件 小 事 ， 这 
一 年 正好 是 纽 科 受 诞 辰 100 周年 。 格 拉 斯 哥 大 学 (Glasgow University) 曾经 
有 一 台 纽 科 曼 苞 汽 轮机 用 于 目 然 哲学 的 教学 ， 这 台 机 器 在 这 一 年 出 现 了 故障 ， 
FTA PARE (John Anderson) 教授 请 来 了 瓦特 (James Watt, 1736~ 
1819) 对 其 进行 修理 。 在 修理 完成 的 试 运行 过 程 中 ， 瓦 特 非 常 吃惊 地 发 现 这 种 
机 占 对 共 汽 的 巨大 浪费， 因为 在 每 一 个 冲程 中 ， 气 负 和 活 禾 都 必须 被 加 热 到 足 
以 产生 藻 汽 的 温度 随后 又 被 冷却 。 这 种 情况 导致 在 确定 的 锅炉 功率 下 ， 燕 汽 轮 
机 每 分 钟 只 能 完成 很 少 的 几 次 冲程 。 他 很 快意 识 到 对 芭 汽 的 浪费 是 这 种 机 器 内 
在 的 设计 缺陷 ， 并 且 开 始 沉 迷 于 寻找 解决 方案 。 利 用 布 业 元 (Joseph Black, 
1728~1799) 的 发 现 ， 瓦 特 推出 结论 : ZS RAL I RB IB A 
损失 “， 接 下 来 他 要 做 的 就 是 将 科学 应 用 到 工程 中 ， 尽 管 他 无 法 预见 到 这 一 过 
程 会 在 之 后 引发 一 场 工业 革命 ”。 

1765 年 拟 特 想 出 了 设计 独立 的 冷凝 器 的 办 法 ， 这 样 可 以 将 冷凝 系统 从 气 
缸 中 分 离 出 来 ， 只 需要 将 冷水 喷 入 第 二 个 气缸 而 无 需 冷 却 主 气缸 。 当 活塞 抵 
达 主 气 氏 顶部 上 时， 入口 病 门 被 关闭 而 控制 与 冷凝 费 连 通 的 阀门 被 打开 。 于 是 外 
Hb Hs HE EA ES Ia, AIA was TOURER A AI ART OAK A 
压 ， 而 主 气 缸 仍 然 保 持 其 温度 。 与 独立 冷凝 器 的 方法 同样 重要 的 是 ， 在 1775 
年 生产 出 来 的 机 器 上 瓦特 又 做 了 一 些 其 他 改进 。 他 取消 了 冷水 顺 头 ， 而 把 冷凝 
邵 直接 浸入 一 个 水 箱 。 他 还 设计 了 一 个 真空 条 ， 用 所 在 每 一 个 冲程 中 将 温暖 的 
冷凝 水 排出 到 一 个 热 水 井 中 ， 随 后 这 些 仍然 温暖 的 冷凝 水 可 以 被 输入 锅炉 中 回 
收 利 用 。 

瓦特 在 1788 年 设计 了 用 于 抽水 的 单 动 式 和 机， 如 图 7-1 Aras. "EB GL 
FH — ^P AR A SE, TES OR EE, JFL TS ARMY 




















AAK. SYR EIS FT BU REY EY, AR UID ST IPP ET SE BOT EES 
GLA SA beaten ST) WMS ae Ze MAI YS SE L7. BEA 
ARTA DK As GRE 28 [A] PI BY LE HE HPAL AT ta A ET AE 2K TF 
Ay. 242838 SUA JER BEES] IE CIR 4 2 A TT 3 “BT I) PA Tf f RTA AT UA 
ME SIP FE Hürk nL SEE Bs FAS, SBE FR Wi Ee Si 
动 枉 杆 将 其 提升 ， 回 到 冲程 开始 的 地 方 。 读 者 可 以 注意 图 中 冷凝 器 和 气缸 外 侧 
ZS ITAA E HI H IIL o 
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图 7-1 瓦特 1788 SEUCTE AY E SY CL CA OR eB Ac AE TL PTD 





“SIM BS ML FEARS m E e B6 TE We FI OR Ka Las AN RTO 
机 ， 而 随 之 问世 的 能 够 形成 旋转 运动 的 往复 直线 运动 燕 汽 轮机 则 改变 了 世界 。 
瓦特 在 1787 一 1788 年 间 制 造 了 第 一 台 这 样 的 蒸汽 轮机 〈 见 图 7-2) 。 不 过 往 
复 直 线 运 动 的 机 器 在 蜗 速 时 仍 有 内 在 的 缺陷 ， 所 以 今天 这 类 机 器 已经 几乎 消失 
了 。 不 过 在 世界 的 个 别 地 方 仍然 还 有 节 汽 轮机 车 在 运行 ， 例 如 1855 年 由 英国 
KTH 公司 为 英国 东 印 度 铁路 公司 建造 的 “女王 (Fariy Queen) 与 ”机 车 一 一 
它 是 还 在 运营 的 最 古老 的 蒸汽 轮机 车 〈( 见 图 7-3) ， 此 外 一 些小 规模 的 制 糖 作 
坊 里 也 还 有 一 些 往 复 直 线 运动 的 蒸汽 轮机 ， 但 总 体 上 它们 的 时 代 已 经 过 去 了 。 
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图 7-2 1788 年 瓦特 为 工厂 建造 的 形成 旋转 运动 蒸汽 轮机 
(图 片 来 自 美国 国家 科学 和 工业 博物 馆 》 





图 7-3 女王 号 (Fairy Queen) 机 车 (图 片 来 自 http: pem visit- 


indya.com/tours/fairyqueen.html ) 


今天 ， 内 燃 机 仍然 主 罕 看 运输 和 能 源 等 领域 。 内 燃 机 的 最 大 优势 是 拥有 多 
Ais ie A 因此 可 以 在 更 高 的 速度 下 运 
。 但 内 风机 仍然 是 一 种 往复 直线 运动 的 机 右 ， 因 此 不 是 所 谓 的 “无 振动 
> 。 AES BER BSS ALAR RSA, (EINE CRART, H 
传动 系 中 也 没有 转子 ， 速 度 也 是 有 限 的 。 因 此 ， 在 工业 革命 那个 时 代 没 有 人 注 
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动力 学 研究 的 必要 性 。 
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旋转 机 械 


在 公元 前 2 世纪 ， 希 罗 制 造 了 第 一 台 反 动 式 汽轮机 ， 但 却 无 法 使 其 发 挥 任 
何 实 用 价值 。 尽 管 科 学 革命 之 后 发 生 了 工业 革命 ， 取 得 了 技术 条 件 的 巨大 提 
升 ， 但 瓦特 在 尝试 开发 旋转 式 汽轮机 时 还 是 得 出 结论 ， 即 在 当时 的 条 件 下 这 样 
的 汽轮机 仍 无 法 实现 。 

大 约 在 1837 年 出 现 了 一 些 反动 式 汽 轮 用 于 驱动 圆 盘 饮 和 轧 棉 机 ， 这 些 机 
器 是 由 美国 纽约 州 锡 拉 科 斯 CSyracuse). 城 的 埃 弗 里 (Avery) 和 英国 格林 诺 
Ti (Greenock) WAIARIKI (Wilson) 制造 的 ， 如 图 8-1 所 示 。 这 些 机 器 的 共 
同 原理 是 将 蒸汽 引入 一 个 中 空 的 轴 ， 然 后 由 端 部 气流 的 反作用 力 来 引起 旋转 。 


图 8-1 埃 弗 里 汽轮机 的 转子 (图 片 来 自 剑 桥 大 学 出 版 社 ) 

















到 了 19 世纪 中 时 ， 人 们 已 经 对 纺 (Strings) 、 梁 、 腊 和 板 的 振动 特性 有 
了 深入 地 了 解 ， 但 是 对 梁 作 为 旋转 轴 的 振动 特性 却 一 无 所 知 。 兰 金 〈(William 
John Macquorn Rankine, 1820~1872) 在 1869 年 提出 转子 上 存在 一 个 临界 转 
速 ， 并 将 其 定义 为 离心 旋转 的 极限 速度 。 但 由 于 这 个 定义 引起 的 误解 ， 当 时 人 
们 并 不 知道 这 个 临界 转速 是 可 以 被 突破 的 。 直 到 近 20 年 后 的 1883 年 (瓦特 建 
造 葵 汽轮机 的 100 年 后 ) ， 斯 德 哥 尔 摩 的 拉 瓦 尔 〈Karl Gustaf Patrik de Laval, 
1845—1913) 一 一 一 位 瑞典 工程 师 和 发 明 家 ， 为 汽轮机 和 制 酷 机 的 设计 作出 了 
重要 的 页 献 一 一 才 在 这 个 问题 的 研究 上 取得 了 一 定 的 进展 。 他 建造 了 世界 上 第 
一 台 汽轮机 (一 台 冲 动 式 汽轮机 ) ”， 如 图 8-2 所 示 。 其 原理 是 将 高 压 燕 汽 通 
过 内 部 的 “a” 喷 路 吹 入 ， 在 这 里 燕 汽 体积 被 扩大 并 实现 降 压 和 增 速 ， 随 后 这 
一 高 速 响 流 会 冲击 汽 轮 的 灾 曲 叶片 “b”， 从 而 推动 汽 轮 的 旋转 。 这 台 汽 轮机 











的 那 根 细 长 而 有 弹性 的 轴 被 安装 在 轴承 1 上 ， 而 轴承 1 则 被 固定 在 球形 的 台 架 
2 上 ， 从 而 使 整个 轴 系 能 够 承受 共振 所 引起 的 抖动 。 





8-2 拉 瓦 尔 的 汽轮机 和 临界 转速 (图 片 来 自 剑 桥 大 学 出 版 社 ) 


随 看 以 获 汽 为 动力 的 旋转 机 械 的 问世 ， 机 器 的 功率 开始 大 幅度 提升 。 在 拉 
瓦尔 的 汽轮机 问世 后 仅仅 一 年 ， 责 国 工程 师 由 森 斯 茵 士 〈Sir Charles Algernon 
Parsons, 1854~ 1931) “制造 出 第 一 台 反 动 式 汽轮机 ”， 如 图 8-3 所 示 。 因 为 
在 当时 往复 直线 运动 的 蒸汽 轮机 由 于 剧烈 的 扭 昨 和 速度 波动 造成 严重 的 振动 ， 
这 些 新 式 汽 轮机 至 少 在 一 段 时 间 内 孚 受 了 “无 振动 机 器 ”的 美誉 。 
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8-3 由 和 森 斯 的 第 一 全 反动 式 汽 轮机 《图 片 来 目 剑 桥 大 学 出 版 社 ) 


拉 瓦 尔 推 导出 了 旋转 半径 y 与 转轴 偶 心 率 0、 刚度 FORE WA, 
并 且 解 释 了 如 何 让 转子 平稳 地 超越 临界 转速 ， 从 而 纠正 了 兰 金 在 14 年 前 以 为 
临界 转速 是 极限 转速 的 错误 。 这 一 科学 对 工程 技术 的 贡献 无 疑 是 科学 革命 加 速 
工业 革命 的 又 一 例证 。 


转 
B 动力 学 及 其 发 展 


随 着 爱迪生 (Thomas Alva Edison) 在 1878 年 发 明了 发 电机 并 在 1882 年 
建立 了 珍珠 街 发 电站 【〔 见 图 8-4) ， 利 用 汽轮机 进行 史无前例 的 大 规模 发 电 的 
路 线 就 已 经 非常 清晰 了 。 从 那 时 起 汽轮机 的 发 展 被 大 规模 提速 ， 在 20 世纪 
初 ， 汽 轮机 的 功率 是 2MW， 到 了 1920 年 出 现 了 50MW 的 汽轮机 ， 而 到 了 二 
次 世界 大 战 末 ， 人 们 已 经 开始 使 用 100MW 的 发 电机 了 。 单 台 汽轮机 的 功率 在 
1970 年 上 升 到 1000MW， 而 到 了 1980 年 通用 电气 的 汽轮机 达到 了 1500MW 
的 功率 〈 见 图 8-5) ， 参 见 《 百 年 进步 (A Century of Progress) ) "L 
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8-4 爱迪生 发 明 的 巨大 的 发 电机 一 一 重 达 27t, WH 100kW， 安 装 在 珍珠 街 发 电站 
(图 片 来 自 美国 Thomas Edison 国家 历史 公园 ) 
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图 8-5 通用 电气 用 于 核电 应 用 的 N 系列 汽轮机 ， 功 率 为 1500MW 
(图 片 来 自 于 GE Energy 集团 产品 手册 ) 
1939 年 的 德国 吝 元 尔 Hel78 是 世界 上 第 一 架 由 喷气 式 发 动机 推进 的 飞 





机 ， 直 到 两 年 后 英国 才 研 制 出 格 罗斯 特 E28， 而 后 者 采用 了 无 螺旋 奖 的 喷气 式 
发 动机 《燃气 轮机 ) ， 而 不 是 活塞 式 发 动机 。 奥 海 因 〈Hans von Ohain, 
1911~1998) 于 1933 年 在 哥 廷 根 大 学 学 习 时 一 一 当时 他 22 岁 一 一 首先 想 出 了 
连续 循环 内 燃 机 的 概念 。 他 在 1934 Eiht KS BER (Frank Whittle, 


1907~ 1996) HIBS I ES. HP SA ADERAREA, FPR Se 
All. Æ 1935 年 获得 学 位 后 ， 奥 海 因 成 为 当时 担任 该 大 学 物理 研究 所 主任 的 波 
^K (Robert Wichard Pohl) 的 年 轻 助手 。 奥 海 因 和 惠 特 尔 被 公认 为 喷气 式 发 动 
机 的 共同 发 明 人 人， 他们 独立 工作 ， 且 对 对 方 的 工作 一 无 所 知 。 奥 海 因 被 认为 是 
首 从 可 实用 的 喷气 式 发 动机 的 设计 者 ， 而 惠 特 尔 则 是 在 1930 年 就 申请 了 第 一 
个 喷气 式 发 动机 的 专利 。 奥 海 因 在 1936 年 获得 了 他 的 专利 ， 并 在 1939 年 让 他 
的 喷气 式 发 动机 发 上 了 天 空 ， 而 惠 特 尔 的 发 动机 则 在 1941 年 才 首 飞 。 

在 大 学 工作 时 ， 奥 海 因 遇 到 了 一 位 汽车 工程 师 迈 克 斯 。 哈 恩 (Max 
Hahn) ， 并 最 终 与 他 一 起 制造 了 一 从 喷气 陈 发 动机 模型 。 在 模型 完成 后 他 开 
始 在 学 校对 其 进行 测试 ， 但 测试 遇 到 了 严重 的 燃烧 稳定 性 问题 ， 有 时 燃料 没有 
在 燃烧 室 中 燃烧 ， 而 是 被 吹 过 发 动机 并 点 燃 了 其 后 部 的 空气 ， 并 且 导 致 了 驱动 
压缩 机 的 电动 机 的 过 热 。 在 1936 年 2 H, XKS Fw (Ernst Heinkel) 
告诉 他 奥 海 因 的 设计 及 其 可 能 的 意义 ， 随 后 享 死 尔 安 排他 的 工程 师 们 与 奥 海 因 
见面 ， 在 长 达 数 小 时 的 讨论 中 ， 奥 海 因 坦白 地 承认 他 目前 的 “垃圾 发 动机 ”还 
从 未 工作 过 ,但 整体 上 的 概念 是 没有 问题 的 。 最 终 训 元 尔 的 工程 师 们 被 说 服 
了 ， 从 1936 年 4 月 起 ， 奥 海 因 和 哈恩 开始 在 剖 殉 尔 位 于 德国 Rostock rH p 
Marienehe 机 场 的 工厂 工作 。 

工作 的 前 两 个 月 集中 在 发 动机 气流 的 研究 上 并 对 设计 进行 了 大 量 改 进 。 改 
进 的 结果 非常 令 人 振奋 ， 于 是 他 们 决定 制造 一 台 末 用 了 所 有 改进 的 全 新 的 发 动 
机 ， 并 采用 氧 燃 料 作 为 动力 。 于 是 享 元 尔 公 司 把 最 好 的 操作 工人 一 一 其 中 许多 
人 己 经 升 职 当 了 主管 ， 因 此 对 被 调 回来 感到 些许 忻 恼 一 一 集中 起 来 用 手工 方式 
FEEF GEAR 1 型 喷气 式 发 动机 (Heinkel-Strahltriebwerk 1, Hes 1) ， 如 图 8-6 
所 示 。 与 此 同时 ， 哈 恩 继续 在 自己 所 擅长 的 领域 来 解决 燃烧 的 问题 。 

患 特 尔 曾经 是 瑞 国 星 家 空军 军官 ， 在 服役 时 曾 发 表 论 文 认 为 飞机 应 当 飞 往 
空气 阻力 更 低 的 高 空 ， 这 样 可 以 获得 更 长 的 航 距 和 更 高 的 速度 中 ， 而 活塞 式 发 
动机 和 螺旋 桨 不 适合 这 个 目的 ， 因 此 他 得 出 结论 : 需要 由 火箭 推 进 器 或 者 燃气 
轮机 来 驱动 螺旋 浆 一 一 在 当时 他 尚未 考虑 过 喷气 推进 。 在 1929 年 ， 惠 特 尔 曾 
考虑 过 在 机 身 中 组 入 风 届 通过 产生 更 快 的 气流 来 把 飞机 推倒 更 高 空 。 而 为 了 实 
现 这 一 目的 ， 活 塞 发 动机 会 耗费 过 多 的 燃料 ， 因 此 他 开始 考虑 使 用 燃气 轮机 并 
为 他 的 概念 申请 了 专利 。 

1935 年 ， 惠 特 尔 获得 了 财政 资助 和 星 家 空军 的 批准 ， 建 这 了 Power Jets 
Ltd. 4]. 1936 年 7 月 他 开始 建造 第 一 台 测 试 发 动机 但 并 未 能 取得 好 的 结 采 ， 
他 认为 需要 重新 构建 整个 设计 ， 但 却 吉 于 缺乏 必要 的 资金 。 随 后 他 与 空军 部 进 
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行 了 漫长 的 谈判 并 最 终 在 1940 年 获得 了 文 持 。1941 年 4 月 他 建造 出 惠 特 尔 2 
型 发 动机 用 于 测试 〈 见 几 8-6) ， 该 发 动机 的 推力 为 1600 磅 。 携 带 该 发 动机 
的 格 罗 斯 特 E28/39 在 1941 *£ 5 H 15 Hf K. SS 1941 年 10 月 ， 美 国人 听 
说 了 这 个 项 目 同时 要 求 了 解 细 广 并 获得 一 台 样 机 。 于 是 惠 特 尔 市 着 一 个 团队 和 
一 台 发 动机 飞 到 了 华盛顿 并 帮助 通用 电气 公司 对 其 进行 测试 和 试制 。 美 国人 的 
动作 很 快 ， 他 们 的 XP-$9A“ 空 中 彗星 (Aircomet) ”在 1942 年 的 10 月 就 开 
始 投入 使 用 了 ， 而 英国 人 上 自己 的 “流星 (Meteor) ”在 1944 年 才 开 始 服役 。 














8-6 奥 海 因 的 第 一 台 喷 气 式 发 动机 《〈 左 ) 和 惠 特 尔 的 喷气 式 发 动机 《〈 右 ) 


仅仅 60 年 之 后 ， 通 用 电气 的 GE-90 115-B 发 动机 〈 见 图 8-7) 的 推力 就 
达到 了 115,000 磅 (SIIKN) ， 是 目前 全 球 推力 最 大 的 喷气 式 发 动机 “。 它 是 
由 一 个 紧密 的 合作 集团 来 共同 完成 ， 其 合作 方 包 括 General Electric; Snecma 
Moteurs, FiaAvio 和 THI 株式 会 社 ， 该 型 发 动机 使 用 在 波音 的 777 系列 加 长 型 
客机 上 ， 包 括 777-200LR (远程 型 ) 和 777-300ER( 延 程 型 〉。 





8-7 ”GE 90 航空 发 动机 ， 在 2001 年 创 纪 录 地 实现 了 120,316 磅 的 推力 
(是 1941 年 惠 特 尔 2 型 的 75 3) (图 片 来 自 Turbokart.com) 
斯 - 罗 伊 斯 (Rolls-Royce) 公司 在 20 世纪 60 年 代 末 到 70 年 代 初 为 洛 


XE 
ST 


7) 


wø (Lockheed) Hj “=A (TriStar) ”客机 开发 了 第 一 台 三 轴 发 动机 一 一 
RB211。 其 后 它 被 用 于 波音 747、757 和 767 上 【 见 图 8-8) . mj RB211 的 工 
业 用 型 号 则 在 1972 年 开始 服役 。 





8-8 F RWA D TB RB211-524 a RAL 


对 汽轮机 、 燃 气 轮机 、 径 同和 轴 回 流 压 缩 机 以 及 内 燃 或 外 燃 机 这 样 的 高 速 
旋转 机 械 来 说 ， 其 开 友 过 程 中 有 着 非 第 多 的 挑战 。 与 低速 旋转 机 械 的 开 友 相 
比 ， 定 性 设计 的 方法 是 不 够 的 ， 一 些 重要 的 状态 必须 被 精确 地 估计 出 来 并 且 实 


现 定量 设 计 。 
惠 特 尔 在 开发 其 第 一 台 燃 气 轮机 时 过 到 过 难以 计数 的 挑战 ， 这 里 列举 他 的 
一 部 分 工作 : 


。1930 年 1 月 16 日， 就 使 用 燃气 轮机 推进 飞机 的 原理 申请 专利 。 

。1936 年 10—12 月 ， 进 行 了 多 次 燃烧 试验 ， 详 细 设 计 于 1936 FERH, 

。1937 年 4 月 12 H, 带 有 单 燃烧 室 的 第 一 台 发 动机 W.U. 进 行 测 试 ， 当 转 
速 从 2000r/min 上 升 到 2500r/min 时 ， 发 动机 突然 胶 离 了 试验 台 ;， 问题 
最 终归 符 于 燃料 系统 ， 试 验 被 暂停 直到 8 月 23 日 才 恢 复 。 

e 1937 年 10 月 22 日 ， 进 行 新 的 燃烧 试验 ， 至 1937 年 末 继 续 进 行 后 续 的 
燃烧 试验 并 首次 重建 了 W.U. 发 动机 。 

。1938 年 4 月 29 日 ,新 的 发 动机 运行 了 1h 45min 后 失效 ， 失 效 前 在 
13,000r/min 时 创造 了 480 磅 的 推力 。 失 效 归 因 于 发 动机 喷嘴 的 装配 绪 
构 在 高 速 时 与 叶轮 发 生 摩 探 ， 造 成 严重 的 过 热 和 叶片 失效 《即使 到 了 
70 多 年 后 的 今天 ， 涡 轮 叶 所 的 振动 失效 对 设计 师 和 维护 工程 师 来 说 仍 
RESIN) . 
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。 惠 特 尔 放 莽 了 单 燃 烧 室 的 方案 ， 取 而 代 之 的 是 一 个 由 10 个 小 燃烧 室 组 
成 的 方案 ，1938 年 5 月 30 日 第 二 次 重建 了 试验 样机 。 

。1938 年 7 月 19 日， 惠 特 尔 的 团队 认为 用 喷气 推进 飞机 的 可 行 性 已 经 首 
次 为 试验 所 确认 ， 对 该 发 动机 73.3% 的 设计 速度 定量 验证 已 经 完成 。 

。1938 年 10 月 26 日 ， 开 始 在 第 三 台 试 验 样 机 上 的 测试 。 

。1939 年 3 月 ， 达 到 14000r/min 的 最 大 转速 ， 随 后 一 个 叶片 失效 并 导致 了 
两 个 月 的 延误 。 

。1939 年 6 月 17 日 ， 采 用 新 的 叶轮 后 试验 恢复 ， 新 的 叶轮 使 用 了 29 个 叶 
片 而 不 是 30 个 ， 以 避免 与 10 SIP AID RARE Ae. 6 月 
26 日 达到 了 16000r/min. 

。1941 年 2 月 22 日 ， 在 总 共 运 转 了 170h 后 ， 由 于 发 生 失 效 导 致 第 三 台 样 
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在 1942 年 5 月 之 后 ， 惠 特 尔 记录 站:“ 飞 机 工业 部 已 经 体会 到 了 这 个 项 目 
的 难度 并 且 开 始 纠正 此 前 在 整个 行业 内 弥漫 的 过 于 乐观 的 情绪 ;涡轮 机 叶 毛 失 
效 的 频率 正在 成 为 最 环 手 的 技术 隐 查 。 装 有 旋转 部 件 的 转子 是 整个 旋转 机 构 中 
问题 最 严重 的 元 件 ， 因 此 其 设计 始终 最 引 人 关 注 。” 

之 前 已 经 介绍 了 从 证 到 今 旋 转机 械 的 有 发展 历程 ， 现 在 我 们 在 表 8-1 中 对 一 
些 最 重要 的 事件 加 以 概括 。 





表 8-1 旋转 机 械 发 展 史 大 事 记 


年 A Te. ae NUS 
公元 前 两 百 万 年 旧 石 器 时 代 开 始 一 一 黑暗 时 代 
公元 前 13000 年 中 石器 时 代 开 始 一 一 人 类 利用 该 木 实现 早期 的 运输 
公元 前 8000 年 新 石器 时 代 开 始 一 一 农业 村 庄 出 现 
公元 前 6000 年 石 句 时 代 结 束 一 一 制 陶 手 工业 和 制 陶 用 轮 盘 出 现 
公元 前 3000 年 用 于 运输 的 车 轮 出 现 ， 人 类 开 始 使 用 帆船 利用 风能 
公元 前 250 年 Bry XE A AE Ja Be SBE EE 
公元 前 200 年 希 罗 制 成 了 “ 艾 俄 洛 斯 之 球 CAelopile) ”一 一 第 一 台 反 动 式 汽 轮机 
公元 前 31 年 维特 鲁 维 记载 了 古代 的 水 车 
公元 700 年 风车 出 现 
公元 1543 年 哥 白 尼 和 科学 昔 命 
公元 1680 年 牛顿 发 现 了 万 有 引力 定律 并 开创 了 微 积 分 ， 格 里 死 发 现 真空 
公元 1690 年 WAP. Be BL A ALR SE 73 all CH A BS ROL 


( 续 ) 
AR 大 事 记 
公元 1750 年 欧 拉 创建 分 析 力学 并 提出 粱 理论 
公元 1780 年 瓦特 改良 了 蒸汽 轮机 并 引发 了 工业 革命 
A RRMA RO SRO: 爱 通 生 在 珍珠 街 发 电站 启用 了 其 发 
公元 1883 年 电机 
公元 1940 年 奥 海 因 和 惠 特 尔 发 明了 喷气 式 发 动机 
ieee 1500 兆 瓦 的 汽轮机 和 低温 泵 加 速 器 问世 ， 后 者 能 使 汽轮机 在 4 一 5s 内 达到 


100000RPM 





从 石器 时 代 的 人 类 出 现 运 今 已 经 有 两 百 万 年 历史 ， 使 用 石器 工具 和 直立 行 
走 将 人 类 从 动物 王国 中 脱离 出 来 。 在 15000 年 前 ， 石 器 时 代 的 一 个 突破 性 事件 
是 人 们 发 明了 滑板 和 深 子 来 更 快 地 移动 物体 。 尺 管 仍然 无 法 脱离 人 力 ， 这 一 发 
明 还 是 将 人 类 从 旧 石 器 时 代 引 入 了 中 石器 时 代 。 而 10000 年 前 ， 人 们 开始 有 了 
村 庄 这 一 固定 住所 而 不 再 四 处 游牧 ， 这 标志 着 人 类 进入 了 新 时 期 时 代 。 随 后 大 
约 过 了 2000 年 人 们 终于 发 明了 第 一 个 轮子 一 一 制 陶 用 的 轮子 ， 它 被 用 于 制造 
业 而 非 运 输 。 人 类 开始 学 会 改进 自己 的 工具 ， 这 标志 着 文明 的 开始 和 石器 时 代 
的 结 

大 约 5000 年 前 ， 人 们 发 明了 和 车轮 用 于 运输 并 学 会 了 利用 动物 来 取代 人 力 
劳动 ， 用 动物 的 力量 来 满足 人 们 增长 的 需要 ， 这 无 疑 是 一 次 半 命 性 的 进步 。 人 
类 将 自己 从 劳动 中 解放 出 来 ， 从 而 有 了 更 多 的 时 间 来 思考 周围 的 事物 ， 理 解 物 
理 、 化 学 和 生物 学 一 一 例如 人 们 甚至 开始 假定 宇宙 由 五 个 元 素 组 成 。 

随后 人 们 认识 到 仅仅 利用 动物 的 力量 还 远 不 足以 实现 人 类 对 能 量 的 需求 和 
梦想 。2200 年 前 以 阿 基 米 德 的 知识 为 基础 ， 人 们 开始 了 新 的 尝试 ， 希 罗 用 他 
的 汽轮机 做 出 了 第 一 次 利用 蒸汽 能 的 答 试 。 随 后 人 们 发 明了 水 车 来 利用 水 能 ， 
后 来 发 明了 风车 来 利用 风能 。 在 之 后 的 数 百 年 中 ， 宗 教 和 地 心 说 棱 格 了 人 们 的 
思想 和 发 明 创 造 。 直 到 距 今 仅 有 450 多 年 的 公元 1543 F, EEE ET I 
动 ， 人 们 意识 到 过 去 对 地 球 和 宇宙 及 其 位 置 的 认识 是 完全 错误 的 。 又 过 了 120 
年 人 们 才 发 现 和 理解 了 运动 物体 的 基本 定律 ， 并 将 其 作为 准确 设 定 运动 和 设计 
机 械 的 科学 方法 。 在 人 类 长 达 两 百 万 年 的 历史 中 ， 实 际 上 只 有 3 个 世纪 的 知识 
基础 。 此 时 人 们 知道 了 大 气 的 存在 以 及 其 压力 可 以 被 用 于 推动 物体 的 运动 。 一 
个 世纪 后 人 们 发 现 蒸汽 压力 可 以 被 直接 利用 并 且 可 以 提供 比 真 空 所 能 提供 的 更 
有 效 的 能 量 ， 随 后 往复 直线 运动 的 蒸汽 轮机 被 发 明 出 来 以 满足 工业 的 需要 ， 这 
直接 引发 了 工业 革命 。 在 意识 到 往复 直线 运动 的 机 器 仍然 不 够 理想 之 后 ，19 
世纪 的 人 们 突然 意识 到 希 罗 的 旋转 机 械 的 梦想 现在 可 以 实现 了 。 在 之 后 的 20 
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世纪 人 们 开始 飞速 地 开发 各 种 技术 来 改进 旋转 机 械 ， 并 且 在 今天 将 旋转 机 械 广 
泛 应 用 于 发 电 、 运 输 、 石 油 、 天 然 气 以 及 航天 工业 中 。 





看 看 旋转 机 械 的 历史 ， 也 许可 以 相信 我 们 现在 已 经 对 其 了 解 很 多 了 ， 但 





也 可 以 说 我 们 仍然 不 知道 很 多 东西 并 且 仍 然 在 想象 在 未 来 一 百年 中 能 友 现 什 
么 。 在 后 面 的 革 节 中 ， 我 们 将 开始 研究 20 世纪 中 旋转 机 械 动 力学 分 析 方 法 
HY] YH AS e 
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弹性 理论 基础 


弹性 理论 一 一 或 者 又 称 为 可 变形 体 物 理 的 基础 ， 是 在 科学 革命 期 间 被 建立 
的 。 工 程 师 们 第 把 可 变形 体 称 为 结构 。 有 英国 物理 学 家 胡 殉 (Robert Hooke, 
1635~1703) 在 1660 FRIN T IEEE, BIHE. HAE 1678 年 发 表 了 
该 定律 并 将 其 表述 为 : 固体 的 延伸 与 其 上 的 作用 力 成 正比 “1。 

柯 西 (Augustin Louis Cauchy, 1789~1857) ， 一 位 法 国 数学 家 和 军事 工 
程 师 ， 将 胡 克 定律 延伸 至 三 维 空间 并 将 该 定律 重新 表述 为 :应力 的 6 个 分 量 与 
对 应 应 变 的 6 个 分 量 线性 相关 。 柯 西 于 1822 年 出 版 了 他 的 论文 集 '1， 并 在 其 
中 介绍 了 点 应 力 的 概念 : 一 个 点 上 的 应 力 取决 于 物体 内 部 所 有 单元 作用 在 该 点 
上 的 内 力 的 分 布 集 度 《〈 即 每 单位 面积 上 的 内 力 ) 。 

可 变形 体 的 行为 由 15 个 粳 合 的 偏 微 分 方程 组 来 控制 ， 其 中 包括 3 个 平衡 
方程 、6 个 应 变 位 移 关 系 方程 《几何 方程 》 和 6 个 变形 协调 方程 。 理 论 上 通过 
这 个 方程 组 是 可 以 求 出 确定 可 变形 体 状 态 的 15 个 未 知 量 的 。 出 生 于 法 国 第 
戎 的 纳 维尔 (Claude Louis Marie Henri Navier, 1785~ 1836) 是 这 些 方程 组 的 
创立 者 ， 并 且 将 这 些 工 程 科 学 的 基本 原理 引入 到 了 这 个 此 前 完全 依赖 经 验 的 
领域 。 柯 西 在 1822 年 整理 了 弹性 理论 的 基本 概念 后 ， 纳 维尔 - 柯 西方 程 组 问 
世 了 : 

3 个 平衡 方程 
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Le XX 二 ?2 
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VF BURL PAR T X f. FP eh te Dym) 和 沙 姆 斯 
(Shames) H, RE REX (Sokolnikoff) VUR gk 3 SF (Timoshenko) 和 
古 蒂 尔 (Goodier)“， 1。 但 是 这 个 方程 组 过 于 复杂 ， 即 使 是 在 今天 ， 针 对 一 个 
简单 的 结构 ， 我 们 也 没有 一 个 完整 的 求解 方法 。 

因此 ， 弹 性 力学 专家 们 利用 能 量 原理 开发 出 了 近似 方法 来 求解 弹性 理论 问 
题 。 能 量 原 理 是 所 有 弹性 问题 算法 的 基础 ， 包 括 那 些 位移 场 随时 间 变 化 的 问题 
(振动 问题 ) 。 这 些 问 题 最 初 聚 焦 在 桨 结构 上 ， 随 后 拓展 到 板 和 实体 等 越 来 越 
复杂 的 几何 结构 上 。 关 于 能 量 法 也 已经 有 非常 多 的 著作 ， 其 中 包括 福元 斯 
(Fox) P, “£#]2% (Lanczos) P, BARK (Langhaar) M, SKH (Love) M 3£ 
ae rele (Prescott) PL Œ CWashizu) "^k AHE (Weinstock) H1 
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物理 中 的 基本 定律 指出 宇宙 间 的 能 量 是 守恒 的 ， 其 形式 可 以 改变 但 不 会 被 
凭空 创造 或 者 消灭 。 能 量 有 多 种 不 同形 式 ， 但 对 于 振动 和 转子 动力 学 的 研究 来 
说 ， 最 重要 的 能 量 是 动能 和 势能 (应 变 能 ) 。 在 自由 振动 的 系统 中 ， 这 些 能 量 
可 以 连续 变化 并 引起 质量 体 的 摆动 。 

伽利略 兽 经 提出 过 一 个 问题 : 当 一 个 粒子 仅 受 重力 影响 时 ， 如 何 确 定 该 粒 
子 从 空间 中 一 点 到 男 一 点 的 最 快 路 人 径 ? 雅 各 布 ， 伯 努 利 和 约翰 。， 伯 努 利 俩 兄弟 
对 该 问题 分 别 进行 了 研究 ， 约 畏 认 为 答案 应 当 是 摊 线 ， 而 雅 各 布 则 对 此 提出 了 
质疑 。 这 一 争执 促使 牛顿 去 开发 变 分 法 ， 并 使 后 者 成 为 研究 所 有 振动 和 优化 问 
题 的 基础 。 

在 当时 ， 关 于 能 量 守恒 存在 两 个 互相 争执 的 观点 : 动量 守恒 和 “Vis Viva 
《又 称 为 活力 ) ”和 守恒， 而 后 者 的 概念 由 莱 布 尼 效 《Gottfried Wilhlem von 
Leibniz, 1646~1716) 提出 。 后 来 这 一 公式 中 的 第 一 项 在 今天 被 称 之 为 “ 动 
He” 动能 被 定义 为 由 于 物体 运动 做 功 而 其 有 的 能 量 。 随 后 羔 布 尼 效 的 概念 
RAR izes, AO EGR ABT REINA (ABA, WRU 
uE T8 AJ FENE a EAR (Christian Wolff， 他 是 莱 布 尼 北 的 学 生 ) 。 
伯 努 利 不 仅 赞 同 沃 尔 夫 ， 他 还 在 1735 年 的 论文 “De vera notione virium 
vivarum ”中 将 活力 守恒 当做 是 力学 的 基本 原理 之 一 ， 他 可 能 是 第 一 个 意识 到 
能 量 守恒 原理 重要 性 的 人 "1。 

拉 格 天 日 (Joseph Lagrange, 1736~1813) 将 牛顿 力学 转化 为 分 析 的 一 
个 分 文 ， 形 成 了 拉 格 胃 日 力学 ， 并 且 利 用 变 分 法 将 所 谓 “ 力 学 原理 ”人 徐 化 为 求 
解 变 分 极 值 的 结果 。 瑞 士 数学 家 欧 拉 〈Leonhard Euler, 1707~1783) 和 拉 格 
明日 共同 开 友 了 欧 拉 - 拉 格 明日 方程 〈 又 称 为 拉 格 明日 方程 ) ， 它 是 一 个 微分 
方程 ， 其 解 是 关于 一 个 给 定 的 静态 泛 函 的 一 组 函数 。 







































































wese tk o # 


哈密 顿 (Wiliam Rowan Hamilton, 1805~1865) 发 展 出 了 哈密 顿 原 理 ， 
该 原理 指出 : 一 个 物理 系统 的 动力 学 行为 将 取决 于 一 个 求解 拉 格 天 日 函数 极 值 
的 变 分 问题 ， 该 函数 包含 这 个 系统 的 所 有 物理 信息 和 外 力 信 息 。 这 个 变 分 问题 
的 求解 等 同 于 对 这 个 物理 系统 的 运动 微分 方程 的 求解 。 在 拉 格 明日 力学 中 ， 基 
于 哈密 顿 原 理 ， 这 个 物理 系统 的 行为 被 摘 述 为 对 该 系 统 运 动 的 欧 拉 - 拉 格 明日 方 
程 的 解 。 这 符合 经 典 力学 中 的 牛顿 定律 ， 但 哈密 屯 原 理 的 优势 在 于 其 形式 对 所 
有 系统 和 坐标 系 都 相同 ， 从 而 适用 范围 更 广 ， 因 此 更 多 地 被 振动 理论 所 引用 。 


10.1 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 


首先 郑 谍 一 个 反映 伽利略 所 提问 题 的 泛 函 来 研究 变 分 。 这 个 泛 函 可 梓 表 示 
为 : 











f= | F (x. y. y". y") (10-1) 


其 中 x ASP xi 的 独立 变量 ， 而 y 是 从 xi 到 x 的 可 能 路 径 〈( 即 方程 
的 解 ) 。 为 了 寻找 极 值 路 径 >， 我 们 设 定 一 个 与 其 不 同 的 路 径 : 


y=yten (10-2) 
其 中 e 是 一 个 小 参数 ， 而 7 是 一 个 可 求 导 的 函数 且 满 足 
n(x,)=7(x,)=0 (10-3) 





A 10-1 HP HIY ES TE P Fe] BR EY n] DA A: 


ps | < (x,y, 9 y") 
(10-4) 


-| F( (x, y - en, y en', y" en")dx 


利用 与 微 积分 推演 中 相似 的 多 项 式 方法 ， 可 以 将 上 面 的 泛 函 展开 为 : 


NW: eI OI E 
i20), (8) E) 21 (10-5) 
(f for af er) & 
i Aa = (gg [2 | 2! E eee 
我 们 已 知 
回 = 0 (10-6) 
Cs bee 





因为 式 10-2 PAY y 是 式 10-1 BRL ER fe. ATL 


ye EA 
E DT a i 





el — d i Md MO 
x -(4 i FO Y Sy Jar 


4f er See Se je] (10-7) 
(pere 
对 各 项 积分 可 以 得 到 
—— 
Gre SE 


JOB 二 | 
(gw) ESI F x dx? (Æ nes 


将 其 代入 式 10-7 可 以 得 到 


( 10-8 ) 





要 满足 式 10-8 有 两 种 可 能 性 : 
(1) TE xi A xo kh, n 和 7 都 等 于 0， 此 时 可 以 得 到 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 : 


i d om ees [OE OE reg 
alan") dla)” & |" 

d ( OF) d/ oF), oF _ 

do Oy") do 6y 


(2) FE xi Al xo Mb, 171 和 7 是 预先 定义 的 值 ， 此 时 可 以 获得 边界 条 件 : 


(10-9 ) 








(10-10) 











接 下 来 展示 如 何 将 欧 拉 - 拉 格 明日 方程 应 用 到 最 简单 的 结构 一 一 一 个 一 维 的 
PEAS, WK 10-1 所 示 。 这 一 分 析 是 在 1750 年 由 欧 拉 和 伯 努 利 完成 的 。 
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图 10-1 Kv - FCRC SEE 


这 个 梁 的 长 上 度 为 !/， 截 面积 为 4。 我 们 认为 在 弯曲 时 只 有 弹性 轴 及 生计 
曲 ， 而 距离 原点 x 处 挠 度 为 w 的 地 方 ， 横 截面 P 始终 保持 为 平面 ， 并 且 其 围 
SEGA We Pe FA RRE wx 给 出 。 注 意 挠 度 是 空间 坐标 x 的 函数 ， 对 于 振动 问 
题 它 同 时 还 是 时 间 t 的 函数 。 通 过 求 导 可 以 获得 所 需要 的 截面 属性 。 截 面 旋转 
到 P' 时 ， 引 起 了 x 处 的 另 一 个 位 移 z。 根 据 欧 拉 - 伯 努 利 假设 ， 整 体 的 空间 位 
移 场 可 以 被 近似 为 : 


ym (10-11) 
u - w(x,t) 

在 上 述 的 假设 中 ， 我 们 已 经 脱离 了 弹性 理论 ， 并 且 简 化 了 结构 。 欧 拉 和 伯 
努 利 的 伟大 之 处 在 于 ， 他 们 把 求解 15 个 耦合 偏 微分 方程 的 复杂 问题 简化 成 了 
一 个 简单 的 问题 ， 并 且 可 以 获得 一 个 足以 满足 工程 要 求 的 解 。 可 以 说 我 们 今天 
的 所 有 结构 设计 都 引用 了 欧 拉 在 《材料 强度 (Strength of Materials) 》 一 书 中 
提 到 的 这 一 方法 。 现 在 我 们 就 可 以 利用 式 9-2 中 的 应 变 位 移 关 系 方程 了 


õu lew a) 
ĉa Ox s =E) 


_ ov _1/cu , Ow 

Ew 7 By -= 站 至 + 到 
_ Ow 1| ov, ĉu |. 

Ae f» (ææ) e 





并 可 以 获得 一 个 简化 的 应 变声 
E = ou (10-12) 
Ox? 
TER IK AIG POA Ae ae x 轴 的 正 应 变 存 在 ， 其 余 的 应 变 均 被 假定 为 
零 ， 因 此 不 再 需要 考虑 泊 松 比 。 
由 此 我 们 可 以 获得 应 力 场 : 


O; EAD. S. t2Ge, (10-13) 


jii 


与 应 变 场 类 似 ， 我 们 假定 只 有 一 个 正 应 力 ， 其 他 应 力 包 括 前 应 力 均 不 存 
在 。 不 考虑 泊 松 比 时 ，4 +2G 一 EE， 因 此 





人 (10-14) 





(BE BUH AE, WEN b. JE BEA t. 根据 上 面 的 应 力 - 应 变 场 可 以 得 
到 染 的 应 变 能 为 





U - S fff e; edv =35| | 0, &,, dzdx (10-15) 
0 1 
假定 载荷 ga ERI EARS E. WIE Ar WA 
W=} [a(x)w(x)às (10-16) 


-区 | IEEE (10-17) 


HP ROMER, HDF- Va ew) _ww， 而 了 是 截面 绕 》 轴 的 惯性 矩 。 


2 
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于 是 由 虚 功 原理 推导 出 来 的 欧 拉 - 拉 格 明 日 方程 变 为 

















d 16Fr d(OF| (16or 
-irlar alan) Gas] "^ dis 
其 中 ' 代 表 对 独立 变量 x 的 导数 。 
式 10-18 中 的 泛 函 分 别 为 : 
OF dw 
eur [ev 
OF — 
Ow E 
OR. se 
Ow . 
将 其 代入 式 10-18 后 可 以 得 到 控制 微分 方程 
2 2 
E a(S) (10-19) 


A 10-10 的 边界 条 件 可 以 写成 


OF \? _ dw)". 
(as. -人 [总 j E 














d/aF\, ary | de _ 
HEE] - fer fe} =o (10-20) 
如 我 们 所 知 ， 式 10-20 FHEARR SPE ST — 
^ AK SH T 9837J. 


变 微分 方程 可 以 给 出 控制 微分 方程 和 边界 条 件 。 在 许多 情况 下 很 难 利用 牛 
顿 力 学 的 方法 展现 所 有 的 边界 条 件 ， 而 能 量 法 却 能 弥补 这 一 缺陷 ， 这 也 是 能 量 
法 的 主要 优势 之 一 。 

我 们 已 经 获得 了 微分 CRN 是 对 其 进行 求解 。 对 最 简单 的 结构 
例如 一 个 均匀 截面 的 梁 分 方程 是 可 行 的 ， 但 这 仅仅 是 特例 。 对 
工程 师 们 来 说 这 不 是 他 们 期 望 的 方法 ， 因 为 他 们 需要 考虑 真实 的 结构 。 能 量 法 
的 男 一 美妙 之 处 在 于 它 可 以 有 许多 种 不 同 的 解法 。 接 下 来 看 看 这 些 方法 是 如 何 
在 历史 进程 中 演化 出 来 的 。 


























10.2 ” 拉 格 朗 日 (Lagrange ) 法 


使 用 能 量 法 的 一 个 基本 假设 是 ， 方 程 的 解 至 少 满足 运动 的 边界 条 件 。 针 对 
UB IRL. BÓ xz， 我 们 可 以 假设 多 项 式 方 程 的 解 满足 式 10-20。 
w(X)=a(6X? - 4X? + X*) 








dy = (12-24 + 12.X") er 
RES Z8] A REN 
Lf nf @w) a | 
n= f(E) dr- | a(x)w(x)dx 
0 0 
] EI E 2 3 4 
=.= dX -L| q(X)a(6X° -AX" +X") dx (10722) 
r plac) a | 
I I 
2 y fl a(12-24x 712x? ) J ax—z Ja(3)a(627 - 438 x*)ax 
0 0 


为 获得 势能 最 小 的 解 ， 令 6rw6a =0， 求 解 上 述 定 积分 可 以 得 到 
144 EI 6 


5 p^ sd 
pees UE 
24 EI 
于 是 由 式 10-21 & Si ZEB ps BE Hg 


gb 
w(x) = 24g (6X? - 4X? +X") 
最 大 的 挠 度 发 生 在 x = 工 处 ， 即 了 = 1 时， 其 数值 为 
w Agee 
wl E 





这 与 真实 解 的 结束 是 一 致 的 。 


10.3 WẸ (Rayleigh ) 能 量 法 








瑞 利 (Rayleigh) 在 1877 年 基于 能 量 守恒 原理 给 出 了 一 个 近似 方法 ” 。 
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于 一 个 能 量 守 恒 的 简 谐 振动 系统 中 ， 在 最 大 位 移 点 时 系统 的 势能 最 大 ， 在 平衡 
MEAR CERERA) 时 系统 的 动能 最 大 ， 而 最 大 的 势能 应 当 与 最 大 的 动能 数值 
上 相等 。 由 此 可 以 推出 梁 的 拨 度 形状 ， 即 振 型 。 

一 个 染 在 弯曲 时 势能 为 


L 2 
fig ew | 
| a (ee) Ja (10-23) 
令 每 单位 长 度 的 质量 为 m， 则 梁 的 动能 关 
L 2 
[| l,[dw , 
r-[ ii] e (10-24 ) 


ITA RE UA TR] VE SH RTT 2] 


w(x,t) = w(x)sin cot 





Ow (10-25) 
x ow(x)cos ot 
Tb I Ee XC] AEA 
T ar 2 
To =70 |. m| w(x) | dx (10-26) 
梁 的 最 大 势能 为 
< 了 
ca -ffa (E) [e (10-27) 
0 
令 两 者 相等 ， 则 
L 2 2 
ae z) fe 
T EUM CAP (10-28) 


FEIN, mAH H Be 7J LAE ZI A 3€ AiE E [6 A SII DUE e T8 TT 
法 ， 从 而 避免 采用 欧 拉 和 拉 格 明日 的 复杂 数学 方法 ， 从 而 让 设计 师 在 经 过 简单 培 
训 后 能 够 快速 地 对 设计 进行 检查 和 审核 ， 而 不 再 需要 学 习 和 理解 复杂 的 数学 方 
法 ， 这 也 是 历史 上 首次 为 工业 界 开发 可 供 日 党 使 用 的 数值 方法 。 因 此 ， 可 以 说 珊 
利 的 巨大 贡献 之 一 殉 是 推动 了 将 复杂 的 数学 转化 为 友好 的 工业 方法 的 进程 。 

在 20 世纪 初 ， 斯 托 多 拉 (Stodola) 上 “和 科 尔 顿 CKearton). 一 :等 人 一 起 
发 展 了 许多 工业 方法 。 这 里 仪 举 一 个 例子 ， 该 方法 由 斯 坎 兰 (Scanlan)〉 AY 


转 | 
E TR 














AR GEE (Rosenbaum) “494 开发， 用 于 描述 悬臂 梁 的 振 型 。 
T X B] 5$ HH o8 A 


Y = Yo 1- cos Zx) 


其 中 yo 是 末端 变形 量 ， 随 后 由 式 10-28 可 以 得 到 : 
2L 2 
E. f riz) IE 


L 2 
| m(1- = dx 








(10-29) 


(10-30) 


(10-31) 


BERN ce, OLX Ede EASY B2 — ER BIS mI AES er. Bx 
SF Gn) . f Cb) 等 构成 ， 因 此 又 称 为 FPS。 这 里 我 们 也 采用 英制 单位 ， 如 
悬臂 梁 的 长 度 为 240in， 杨 氏 模 量 为 10.3x10? lb/in 。 式 10-31 可 以 被 转换 为 一 
个 表格 方法 ， 这 样 即 使 是 一 个 不 了 解 能 量 法 和 微分 方程 求解 的 一 般 工 程 师 也 可 


以 使 用 该 方法 了 。 表 10-1 给 出 了 相关 步骤。 


表 10-1 瑞 利 能 量 法 的 数值 计算 表 


中 点 | 起- 2 e era» cos 57 (1— cos mx / 21)? l cos? m(l — cos ax / 21)? 
Pu 


0.05 | 05 0.0389 | 0389 (456) 45 | | 0.9969 | 9969 | 00000 - 00001 
eee E EC 
: 
: 
: 
| 
: 
oo 2 [ sss [osse [omes osis] omm | — 

a ii 
| IL dee pee pe 


0.000029 
0.000195 
0.000549 
0.000712 
0.000830 
0.001231 
0.001757 
0.002231 
0.001530 


0.009064 


o - IO. 3x105,[—1980 _ -566 cpm 


0.009064 





10.4 HZ ( Ritz) 法 


里 效法 ”的 步骤 如 下 : 使 用 瑞 利 的 平均 能 量 或 者 最 大 能 量 原理 ， 针 对 频 
KN p 的 谐 波 振动 ， 系 统 动能 7 的 平均 值 为 : 




















T - | ?Tat (10-32) 
0 
与 之 类 似 系统 势能 U 的 平均 值 为 : 
D = |” ua (10-33) 
与 在 拉 格 明日 法 中 一 样 ， 我 们 假定 荣 的 挠 度 y 的 形状 函数 为 一 个 多 项 式 : 
»= YARD) (0) (10-34) 
述 的 平均 过 程 ， 我 们 可 以 去 除 一 个 独立 变量 to 随后 定义 拉 格 上 明日 
ae Pad Mies iit 
L-L(A) (10-35) 
在 里 效法 中 ， 我 们 要 获得 拉 格 天 日 函数 对 于 4; 的 最 小 值 ， 即 令 
AL — 
2179 (10-36) 


RIS Sim AZ, ABP Pee he, AE TIE BOR S 
利 - 里 效法 或 者 里 效 平 均 法 。 该 方法 并 非 从 变 分 原理 求 极 值 的 过 程 中 演化 过 
来 ， 因 此 不 存在 边界 条 件 问题 。 而 如 果 要 使 用 欧 拉 - 拉 格 明 日 方程 ， 在 满足 目 
然 边界 条 件 的 同时 可 能 会 偏离 变 分 过 程 。 而 瑞 利 -里 兹 法 的 一 个 主要 优势 是 在 
任何 情况 下 都 能 够 满足 边界 的 运动 条 件 。 











设 函 数 /DBD) 为 : 
fí(Z)» hi Z -AZ +A LZ AGZ + AZ (10-37) 
对 一 个 悬臂 梁 ， 边 界 条 件 为 : 


y=0 y'=0 atZ=0 
y"=0 y"=0 atZ=1 
YE Z-0Ab, sh 10-37 中 的 形状 函数 被 简化 为 : 
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(10-38) 








f(Z)=4A, 2 * ASZ" + AGZIT (10-39) 
在 式 10-39 中 对 Z 求 导 ， 可 以 得 到 : 
f. (Z)= Aii -DZ" * A,  (i*1)(i*2)Z +A,(it2)(i+3)2"™ TE 
f. (Z)-A, G-)i(i-DZ +4 ui (i1) (i92) Z^ € A, (i1) (i92) (193) Z 
将 其 代入 Z= 1 处 的 边界 条 件 ， 可 以 得 到 : 
i(i+1) G+UU+2) [4al (i+2)(i+3) 
(NG). ala a CO 
对 上 式 求 解 可 以 得 到 : 
(i+2)(i+3) 
A ay 
i(i+1) 
(10-42) 
—2(i+3) 
A, x A; . 
(i+1) 
将 其 代入 式 10-39, JE Ans 写 为 Ao ALAR BCS RUFE R 
形式 : 
Z)-*.A (i«2)(i-3)Z"' -2i(i-3)Z 7? +i(itl)2™ | 10-43) 
st 10-43 是 一 个 广义 的 多 项 式 函数 ， 根 据 分 析 的 不 同 需要 ， 它 可 以 有 任意 


多 项 。 而 对 目 由 振动 ， 可 以 像 在 拉 格 明日 法 中 那样 只 取 一 项 ， 将 其 与 为 : 


w(Z,t) = wsin pt 
w= wp cos pt 
w" = w" sin pt 


a REF CK BERI. wK AE 








现在 可 以 得 到 拉 格 明日 函数 : 
L-T-U 


] ET 
2 P 


1 
==ml| wp dZ -> S" pedZ 
0 


(10-44) 


(10-45) 


(10-46) 


(10-47) 
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在 20 世纪 后 半 叶 计算 机 出 现 之 前 ， 所 有 的 分 析 都 仅仅 使 用 一 项 。 尽 管 有 
此 局 限 性 ， 该 方法 仍然 是 现代 振动 问题 数值 解法 的 里 程 碑 。 将 式 10-21 TRASK 
10-47 中 ， 可 以 获得 拉 格 妆 日 函数 的 单项 通 近 解 : 
1 of! 2 
L-ml| 4 (62? -4Z +Z*) paz 


v ; (10-48) 
RE A’ (12-24Z +1227) dZ 
2 p Jo 


将 拉 格 明日 函数 根据 参数 4 进行 最 小 化 ， 由 式 10-36 可 以 得 到 : 


1 1 
ml (sz -42 «z*J paz-- | (I-24z7-122] aZ ^ (10-49 
0 0 


求解 上 述 积分 得 到 
104 „jp? _144 EI 
45 mlp* = s p (10-50) 
由 上 式 可 得 : 


p=3.53 t r/s (10-51) 
m 


与 之 对 比 ， 可 得 精确 解 为 : 
Paaa =3.5156, | HX ws 
ml 
10.5 “振动 问题 的 拉 格 朗 日 法 


之 前 我 们 考虑 了 议 态 情况 下 的 拉 格 明日 法 ， 现 在 来 讨论 与 时 间 相 关 的 振动 
问题 。 考 虑 时 间 变 量 时 ， 欧 拉 - 拉 格 天 日 方程 为 : 


d(oOT| oT 60 _ 
由 项 多 项 式 10-34， 系 统 的 动能 可 以 写 为 : 
l 
T=}mf q; f, dz (10-53) 
2 Jo 
与 之 类 似 ， 系 统 的 势能 为 : 
l 
U=EIÍ q; f," dz (10-54) 
2 0 





E 
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0 
l 
S27 - mij 3 f: (10-55) 
QU a í /2 "n ^" 
=EN fA de = Elg,| >/ f, dz 
将 其 代入 式 10-52 得 到 如 下 的 矩阵 方程 : 
|M Kä} *[K]laj =0 (10-56) 
其 中 
l 
[M]-m| > fe 
(10-57) 


l 
[K]= zr| $77 fa: 

于 是 我 们 将 拉 格 明日 方程 转化 为 一 个 矩阵 形式 的 特征 值 问题 ， 该 问题 的 算 
法 在 20 世纪 60 年 代 后 被 写成 计算 机 程序 。 亚 斯 Vya 和 本 书 作 者 “给 出 
过 如 下 算 例 。 

叶片 长 度 10cm; 截面 惯性 矩 7 = 0.00675cm*; 杨 氏 模 量 E = 2.11x10''Pa: 
梁 的 截面 积 4 = 0.9cm*; 密度 p 0.008kg/cm'. 

计算 结果 如 表 10-2 所 示 。 





表 10-2 由 拉 格 朗 日 法 采用 5 项 配方 得 到 的 固有 频率 (单位 : Hz) 
精确 解 拉 格 朗 日 法 的 解 
1558.36 [RAR 1606.4 
1558.36 i ae 1558.50 
4363.89 NENNEN 4686.10 
1558.36 Lo 1558.50 
4363.89 | 4368.60 
8551.67 | 9638.70 
1558.36 | 1558.40 
4363.89 | 4366.60 
8551.67 LO 8599.70 
14135.01 EE 16901.00 


我 们 注意 到 所 有 采用 能 量 法 得 到 的 固有 频率 都 落 在 区 间 的 上 限 。 这 是 因为 
能 量 法 采用 了 假定 的 形状 函数 ， 该 国 数 与 真实 的 模 态 形状 是 不 同 的 。 这 意味 痢 
必须 有 额外 的 能 量 将 假定 的 形状 进行 修正 ， 结 果 就 是 采用 能 量 法 得 到 的 应 变 能 
要 高 于 真实 模 态 形状 的 应 变 能 。 在 能 量 法 中 采用 更 多 的 项 数 可 以 修正 近似 形 
状 ， 令 其 更 加 逼近 真实 形状 ， 并 让 固有 频率 值 从 区 间 上 限 开 始 收 伺 。 这 一 过 程 
可 以 让 计算 结果 从 区 间 上 限 开 始 无 限 允 近 真实 解 ， 但 永远 也 无 法 达到 区 间 下 
限 。 丹 。 哈 同 (Den Hartog) 在 1940 年 对 这 一 现象 提供 了 数学 证 明 ， 感 兴趣 
的 读者 也 可 以 参考 文献 [36]。 























10.6 wi ( Galerkin ) 法 


RF MEEME (Boris Grigoryevich Galerkin, 1871~1945) 在 1915 
年 发 表 了 一 篇 文章 '， 提 出 了 一 个 微分 方程 边界 问题 逼近 算法 的 理念 ， 并 且 
在 后 来 将 该 方法 大 量 应 用 在 枢 轴 和 板 的 分 析 问 题 上 。 而 在 此 前 ， 他 曾 开发 出 一 
个 类 似 的 方法 来 进行 变 分 问题 求解 ， 并 将 其 解读 为 里 效法 的 一 个 变型 。 人 至 于 对 
这 个 方法 的 归 类 ， 他 并 未 将 其 归于 变 分 问题 的 直接 法 范畴 ， 而 是 将 其 作为 一 个 
求解 微分 方程 的 普 遇 原理 ， 即 可 能 位 移 原 理 。 为 了 解释 他 的 方法 ， 我 们 从 10.1 
节 中 求解 动力 学 系统 极 值 的 内 容 开 始 。 由 式 10-9 和 式 10-10 已 知 : 


* d (OF \ dfor1 OF B 
J. HE) e (35). pax 0 
AF Y. 
E e|. ae) 
2) 


d(eF) oer) 
rub B 
其 中 式 10-10 是 边界 条 件 ， 而 式 10-9 代表 动态 系统 的 微分 方程 。 极 值 路 
径 〈 解 ) 需要 满足 边界 条 件 和 式 10-9。 但 是 式 10-9 中 方 括号 中 的 微分 方程 是 
无 法 求解 的 〈 极 个 别 特殊 情况 除外 ) 。 因 此 迦 辽 金 法 将 其 中 的 积分 部 分 设 为 
零 。 该 法 将 极 值 解 设 h(x)， 并 将 式 10-9 写成 式 10-58. 3X (Duncan) "7 
曾 使 用 迦 辽 金 法 求解 微分 方程 ， 其 步骤 如 下 。 
动力 学 系统 被 描述 为 
| 1 (Ly)nde + {(gv) 0}? + (ay) a}, he =0 ( 10-58) 


i x X à 
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HPL. gih 为 微分 算 子 。 为 满足 该 等 式 从 而 让 yy 成 为 极 值 路 径 ， 我 们 


今 
Ly=0 (10-59 ) 
H. 
{gy =0}; and {hy =0}; (10-60) 
HFA pe ERKE 10-58, SAL] UE — NEMAR y H e 设 为 该 路 
4 Ej d 4T 23 FE SEA RE e 


E= Ly (10-61) 
如 果 满 足 式 10-62， 这 一 近似 路 径 仍 然 可 以 满足 式 10-58. 
| [万 ]7dx =0 ( 10-62 ) 





现在 的 难题 在 于 我 们 如 何 选 择 7， 在 迦 辽 金 法 中 ， 我 们 将 了 目 身 设 为 q, 
B 
| eidx=0 (10-63) 


1 


fe BORER TI SIRE BAN EI. ARABI, KSEE E M Tl] E hin 
到 自由 端 逐渐 变 细 ， 其 宽度 b 和 厚度 上 满足 如 下 关系 式 〈 其 中 角 标 0 表示 在 固 
定 端 根部 Z-0 处 的 数值 ) 。 











d EI dw) 2 

ae AS = mp w (10-64) 
b=b, (1-aX) 

=t (1- BX) (10-65) 


I=1,(l-a@X)(1-pxy 
其 中 m 是 单位 长 度 的 质量 ， 而 p 是 固有 频率 。 将 式 10-65 代入 式 10-64 可 得 





|(1-axX)(1- BPX) w| Ed (10-66) 


与 拉 格 朗 日 法 一 样 ， 我 们 为 挠 度 w ie Pe ee 
w(X)-a(6X? - 4X? +X") 
d^w | 
dx? | 





£ (2- 24X 12 X^ ) 
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TE ERRA 10-66， 我 们 得 到 微分 方程 的 误差 6， 


-| (1-ax)(1- px) a(12-24x+12x°)| is 











(10-67) 
a (1-aX)(1— BX)(6X" - 43? « x*) 
即 
2(1-aX)(1- BX) +12B(1- X)(1-aX)(1- BX") 
se= +4a(1-X)(1- BX) +68 (1- X)(1- BX)(1-2X + x°) |- 
+6ap(1- BX) (1-2 +X?) Se 
a MP (i-aX)(1- BX)(6X? -4X? « x*) 
随后 由 迦 辽 金 法 得 到 : 
2(1-aX)(1- 8X) «128(1- X)(1-a@X)(1- 8X? ) 
r3 da (I-aX)(I- 8X) «6? (I-aX)(I-BX)(I-2X +X”) |- 
f. *6af(1- BX) (1- 2X X?) " 
Eo (l-ax)(1- BX)(6X? - 42? « x*) ( 10-69) 


(637 - 4? + x* ax =0 
REAU PRTA: 
I, - 2 [20-ex)a -px | (eon -AX? 4 X*)ax = 


12(12 26 2%, 12 ,. 142 
| 154775 Pt 3s Pt 35 


x Da pua T 
7415 5 P -33 —3gP Bap 


万 - [i [260-390 -exyi- 22) -AX^ + X*Jax = 


103 103, 43 5 
35 48 tnl p” 
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12 16 32.52 
Plag-16a5- 3 十 








I, = f LE [4e(1- ax) px) Jean -4X* +X‘) dx = 


12(4. 16 4.103. 3 43 _ 3 
a 7 OP +35 OP E ap) 


Í - Ele - ax) - px)(1-2% +x") | (ean -4X° + X* ax = 


1216, 357 $. ST pe. 47 3 
A 140 一 二 OA t210% 





n - He [apt px) (1-22 8) Hox" -AX!  X*Jax = 


12 


Go d Voie adi. rd 
12 Gag 7948 Aa | 


B 1mp 2 3 4\2 " 
5=| ET, (1-aX)(1- BX)(6X? - 4X? +X") ax = 





(10-70) 





m 2 
wes Si? sn 
TEX BEAR ST BANA ZL 10-69 可 以 得 到 : 
?mE 4M SM, SESS 000 Un 
45 315  Á 315 3465 

LE x A 8 FRE Ss VETE LIAE A ei SE Aes th DETUR BP EH TE E 
本 人 提供 。 这 个 例子 中 使 用 的 是 单项 逼近 。 随 着 计算 机 性 能 的 提升 ， 使 用 
三 项 或 更 多 项 遂 近 方法 计算 更 复杂 的 芯 辟 梁 结 构 一 一 例如 逐渐 变 细 且 市 有 扭转 
的 放权 时 方 一 一 成 为 可 能 ， 这 对 设计 师 来 说 划 义 重大 。 而 且 这 仅仅 古 一 个 里 元 
的 便 型 ， 随 后 有 限 元 法 的 六 规模 采用 更 进一步 提升 了 计算 的 精度 。 

因为 这 里 所 用 的 模型 都 仅 有 一 个 单元 ， 控 制 算 阵 规 模 的 参数 只 有 通 近 
方程 中 的 项 数 。 在 大多 数 情 况 下 ， 项 数 不 会 超过 5 项 ， 这 样 即使 在 过 去 的 
便 件 条 件 下 计算 速度 也 还 在 可 接受 的 范围 内 。 然 而 ， 这 些 方 法 无 法 捕捉 几 
何 特性 ， 例 如 叶轮 的 梭 村 或 桦 尖 。 因 此 ,今天 这 些 方法 大 多 已 经 被 有 限 元 
法 取代 了 。 
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10.7 n&9 (Hamilton ) 原理 
对 一 维 结构 ， 哈 密 顿 原理 可 以 被 描述 为 
sf Lu) r(a.à) -wlaar=0 (10-72) 


HP UAE, TSR, MW eA FRID, mob F xe he 
tx APRA, q 代表 广义 坐标 。 
由 以 下 变 分 方程 : 


_ 0U 
óU E Og 

OT OT 
OT = aq Og + F Og 


OW = Fóq 
可 使 式 10-72 变 为 


[j| ro (8 oj Py) FA dit =0 (10-73) 


我 们 将 含 4 的 那 一 项 对 时 间 进 行 一 次 积分 ， 可 以 得 到 : 


(t) Hoe Jin cen 


随后 我 们 将 式 10-73 HEH: 


QU | d ar 
ia $( 0) 20 Fo dxdt = 0 ( 10-75 ) 


由 这 一 原理 ， 我 们 可 以 衍生 出 许多 求解 动力 学 问题 的 近似 方法 。 实 际 上 所 
有 现代 有 限 元 方法 都 来 自 于 这 一 方程 。 因 此 ， 哈 密 顿 原理 是 所 有 振动 系统 的 最 
通用 的 描述 形式 。 

在 开发 高 速 和 大 功率 旋转 机 械 时 最 令 人 烦恼 的 问题 之 一 辽 是 开发 转子 及 其 
上 面 的 组 件 使 其 能 够 承受 交 变 的 热 和 离心 载荷 。 惠 特 尔 〈Frank Whittle) 的 经 
历 明 确 地 证 明了 动力 学 在 其 中 的 重要 作用 。 在 实际 工程 中 ， 大 量 的 研发 时 间 被 
用 于 理解 旋转 机 械 叶 片 的 动力 学 特性 。 即 使 到 今天 ， 该 问题 仍然 是 行业 内 最 具 
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有 灵活 性 和 挑战 性 的 设计 问题 。 

针对 这 一 问题 的 能 量 原理 和 解析 方法 在 20 世纪 50 年 代 问 世 。 其 中 最 为 重 
要 的 人 物 是 威廉 。 卡 内 基 (William Carnegie) “1 ， 他 广泛 地 使 用 了 哈密 顿 原 
理 。 接 下 来 我 们 采用 亚 斯 Vyas) 和 本 书 作 者 提供 的 一 个 例子 “来 展现 哈密 
顿 原 理 的 价值 。 

一 个 长 度 为 人 截面 积 为 4 的 叶片 被 安装 在 一 个 半径 为 R 的 转盘 上 。 转 盘 
的 角速度 为 w rad/s。 如 图 10-2 Pra. 


M 














(R+z—A)cos I —y Sin 





(R+z—A) 
sinl+y cos” 


图 10-2 ZRT FEE AIH A 





MN 3& —^ Eg AR. EEE EE EEN ee AB P RA, EHEBILETE 
fED=apttl2at. x 轴 位 于 叶片 根部 ， 与 旋转 轴 平 行 ， ” 轴 位 于 转盘 面 内 ;2z 
轴 沿 独 时 卢 的 长 度 方 同 军 过 所 有 横 截 面 的 形 心 。 这 里 我 们 暂时 不 考虑 叶片 的 预 
扭转 和 非 对 称 ， 而 假设 其 在 y-z 平面 内 肥 生 纯 弯 曲 的 振动 。 如 图 10-2 Pras, A 
是 叶片 单元 dz 同 内 的 位 移 。 

距 叶 片 根部 z 的 单元 距 转 盘 中 心 在 M 和 方向 上 的 位 移 如 下 : 

m=(R+z-—A)sinl + ycos 7 
n=(R+z-A)cosl -ysinT 








(10-76) 





相应 的 速度 是 : 
m-ly-r(Rez-A)jcosr - (À * Py)sinr 
| - (10-77) 
n -[y* F'(R*z- A)|sinr - (A Py)cos 7 


叶 户 单元 上 由 于 平移 和 旋转 产生 的 动能 为 : 





wese fk o # 


T =f 5 pA(i «i )dz (10-78) 


7 - [ lor. (P? «?)az (10-79) 


其 中 办 ATE HERRE e 
瞬间 角速度 为 








l > 
l =@t+ at 
E^ (10-80) 
I = +at 


总 的 动能 可 以 写成 
r- [ Lody «X f TAa tat) (Rez-^) £y de 


| ; 2, (10581) 
| Aa +at)(ġ(R+z-A)+yåļæ+ | = pl. [lo +at) +g} d 











在 式 10-81 中 ， 右 边 的 第 一 项 代表 叶片 的 惯性 ， 第 二 项 代表 离心 力 效应 ， 
第 三 项 代表 科 氏 力 〈Coriolis Force) ， 而 第 四 项 代表 旋转 惯性 。 一 个 非 延 伸 叶 


片 的 向 内 位 移 是 A=1- | cosg (E)dé . 
HT y= sin 办 ， 于 是 A=1- | y1- as. 将 平方 根 项 展开 并 缩短 级 
数 可 以 得 到 





D 2 ]of? o 
A=—| 2 dz 和 A = | 2 dz z 


TÆ 10-81 4273 


2 
12 2 1 (7... 2 
i y 2p y E +( @ +att) [neo dz| +y |. 
T-| 524 


dz + 
lf. l Qf^. 10-83 
2(o at) (Rz - [^ar] ly) yay ( ) 


[tel (en, at) à? Y dz 
25 hs BY UJ AT I] 35 B A 


V= NE y-$4) +2 EI od laz (10-84) 
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现在 ， 根 据 哈 密 顿 原理 ， 在 任意 的 时 间 间 隔 (#1, p) 内 ， 动 态 系统 的 
(T-V)dt 是 稳定 的 。 因 此 有 : 


站 = Efi »"a;] E 
= pA(@ + ot) R+z-1+ y'"dz V. dzdt + 
[poat any (ees 1 t] +} 





a! ; lf, U eR. ( 10-85 ) 
I, foala val (n2 - 1 ves] ry [ona de 


ME = pl. {( O (@ tat) à] dzdt — 
f L EO a gent Joc 
根据 由 卡 内 基 (Carnegie) 推出 的 关系 式 ， 
O 12 Ó 0 
al e-rLe 
XX 10-85 右边 的 第 一 项 可 以 写成 : 
| [504 E daji e| “ef f. E Bí» C fo ( 10-86 ) 
或 者 与 为 : 
f, [ oo E if. yra) feaj f. 5pA P Ry) |dede (10-87) 
其 中 R-l-z. BEGAN TOU NETS, 3X 10-85 右边 的 第 二 项 可 以 写成 : 


b /1 ICF, 
| | soa [Ge ee) +? fw 











( 10-88 ) 
^r] ka 
| | .324A(% +at) p (R+z) -(R+2) f y E 
同样 第 三 项 可 以 写成 : 
[jpa(o ean (n2 3; dz » [^a azur - 
bel 
J. I, pA(@ * at) y(R + z)dzdt + (10-89) 


f. f. pA(a + ot) 45), y’dz+4 Pan »^de| dedi 


Hse tk o # 


于 是 式 10-85 可 以 写成 : 
54 有 037 了 je 
| Aou 6, + at) "bens - Que a) dear 
| f pA(a, * at) y(R * z)dzdt + 
NI pla rat), ary yir dod 
f ont {(@ + at jAy dzdt — 
NI Ian -AY «iH A | dod 
对 式 10-90 的 第 一 项 求 极 值得 到 : 
中 oA [9 ROS ear- 
f° [osos Raay] 


对 各 部 分 积分 ， 忽 略 高 阶 项 ， 由 于 在 1=t 和 += bb 时 变 分 值 为 零 ， 我 们 可 
以 得 到 : 


( 10-90 ) 


b /1 9 Pig D "i t el s B 
of. adero eu foda aoon 
XJ 3X 10-90 的 第 二 项 做 类 似 处 理 得 到 : 


b l] 2 z 
af, | 524a +a) b^(t es -(R+ z) [^de at = 





t el 1 ) (10-92) 
f, f aoa eat re Ray” - (t2) ov 


pus 


R =f (R+z)dz=R(I-z)+3(P -2) 
对 式 10-90 的 第 三 项 求 极 值 可 以 得 到 : 
f * | pA ar) (R9 z)dzar - [^ | pda(R+z)5ydzd (10-93) 


对 式 10-90 的 第 四 项 变 分 处 理 ， 我 们 令 
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1=["[ pala, var) 55) eriy [er ana (10-94) 

将 其 中 的 变量 z 替换 为 0， 
I= | f oal @ + at)\— 


Xy 进行 变 分 60)， 其 符合 ， 








Lb y"d6 «7 y & [oreja (10-95) 


0 
-— -(»«ey)| G^ «ay 'ae- 
1+61=| | = pA(a ^ot) dzdt CAI) 
ns (7+6 ef ‘+6y) de 
y*éy)z.| Q +dy 
由 上 面 两 式 ， 我 们 可 以 得 到 : 
e Y x / hose 
8I - | | odla a)y (Sy! + y'5p")dOdedt + 
t el "2 
| Taa 
" . A A 
| | oala at) v |. »'óy'aenzar - 
t [1 0 2 
| | zeA won) |. » d dzdr 
我 们 考虑 式 A2 的 第 一 项 : 
Gp ^ Mol hoes B O d ros 
| | Aa ot) yf (ôy +y ay Oded = | | PA(a ot) v< |. »'ay'aedza 
MARTE TAR, ATE tan Mt=hINSOMENS, Sn] UIS SJ: 


f. pala + at)y| ray + y'dy')dOdzdt = 


(A2) 


1. pA {ay +(@ +at) y exe -| 840 dd 
Faz Bett 0， 且 由 于 z=0 时 6y =0， 可 以 得 到 : 
| f pA + at)y| Q8y + y'55") dQdzdt = 
-f f oal ay+(@+at)y jra- NDS 
对 上 式 进 行 卡 内 基 变换 


(ay (ay + at) NS -y'ày[ [av (a at) y| dz 


wese fk o # 
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可 以 得 到 : 


| MC + at) y (yoy + y'óy')d6dzdt 一 





(A) 
-f feat ay t (ay - ot) y | yoy- yoy| | y + (ax + at) 5 ide dx 
与 之 类 似 ， 可 以 推导 式 A2 右边 的 第 三 项 : 
-| [ pA(a+at) >|" y'óy d@dzdt= 
D l : l (A4) 
| f platany = | jaz] 8 dedi 
和 第 四 项 : 
-f f 7pA( Q t at joy]. »"a&ta = 
CA5) 


fi JiLodlap rio ea fe sea 
现在 可 以 将 式 A2 与 为 : 
(ay +(a dii oli at) y| dz 4 


air yy dz — yf je - 5S ya- Gydzdt (A6) 





ôl =- f oA @ +at) yy 
27,9" 
^E. 3X 10-90 的 第 四 项 的 变 分 结果 为 : 
ef f. pA(a, +ar)|- iy» drip fi y alda- 
(ay (ay «at)j]y -v'[ lava, + at) y| dz 4 


, (10-96) 
E f. pA (a + at) jy -| yyd - rf je -35| y | - ó ydzdt 


12 
二 dz 
laf y 


Xf X 10-90 的 第 五 和 第 六 项 的 变 分 运算 得 出 : 
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an j in. (C + at) + à dzdt = ZA [Pla (a + fh ) 5d, dzdt (10-97) 


of FAS Lar an 


(-48 (y -&)ay| -Ergas + 
| (10-98) 
B AG d 
| f. K £Z (y'- d, ) Og, + [ 

0 AG 


4E (y' - 4j Joy + El th" od 
由 哈密 顿 原理 ， 我 们 可 以 获得 运动 的 控制 方程 和 边界 条 件 ， 


pAy — pA(@ + at) ) {y +R y"- (R+z)y'\+ 


2pA(a + at) jy -y"| jdz- |. vie. (10-99) 








pAa (R+z)+yy’ ZI y" dz - vf ye} 4 Ay i -ø )=0 
ELA +S (y -&,)- pL, (@+4,)=0 (10-100) 
fE z —0 Nb, 
y=0, $,-0 
fE z I, 
£y - d,)=0, EI L% =0 (10-101) 


我 们 可 以 从 式 10-99 和 式 10-100 中 消去 如， 并 将 控制 方程 合并 为 ; 


y-(a - at) yt Ry -(R*z)y] + 


l Z 
El. y" * pA 2( a + at) yy -y| jæ- |. yy 








(10-102) 
a 





(R+z)+yy’ -| y”dz— yf ydz 





kpEI 
(ot. + ta Jy +I kp'y-0 


wese fk o # 


或 与 成 : 


y-(a tat) Dt Ry' -(Rez)y'] 


l Z 
EI y" + pA| 2(@ +at) jy" -y"| ydz -[ yya! + 
Z 0 





Te ; (10-103) 
ín d 12 owl 
or Moreno 





kpEI 
(ot. pe z= | y'* I kp y 2 -pAa(R «z) 








该 运动 方程 把 由 加 速 条 件 而 产生 的 盆 静 力 项 -pAa(R+z) 独 立 出 来 ， 其 来 源 
可 以 仍 调 到 科 氏 效应 (Coriolis effects) 。 

对 于 一 个 按 恒定 角速度 ( 即 a=0) 旋转 的 转盘 ， 且 忽略 其 前 切 变 形 
(k=0) ， 则 式 10-103 可 被 简化 为 
i-o {y +R, y"-(R+z)y'} + 

I Z 

os [ore ro 

该 结果 与 卡 内 基 的 结果 二 完全 一 致 。 

式 10-103 也 可 以 采用 能 量 法 进行 求解 。 忽 略 喜 切 ( 对 诸如 直 升 飞机 旋 跑 
的 长 梁 ) 后 ， 我 们 可 以 将 式 10-103 重 写 为 式 10-104 并 对 其 各 项 加 以 解释 。 


EI y" pA - (pL, )y" —() 











刚度 的 
平移 和 旋转 惯性 深 的 刚度 应 力 硬化 旋转 软化 
ee L e ff El. nn 2 1 m 
Rer ei t (oy at) [(R+Z)y'-y-R,y"} + 
l Z 
2 (e to) - y"| ydz—| vas} á 非 线性 的 科 氏 力 (10-104) 
0 0 


Z l 
aly- y" dz- y'| vas} a (R+Z) = 0 
0 0 


由 加 速度 产生 的 非 线性 项 。 由 加 速度 产生 的 力 ， 随 ;变化 
可 以 看 到 ， 除 了 应 力 硬 化 和 旋转 软化 项 之 外 ， 该 方程 还 包含 高 度 非 线性 的 
科 氏 力 和 加 速度 项 。 因 此 非常 难以 求解 或 者 将 其 转换 为 有 限 元 的 形式 。 
对 这 一 方程 ， 迦 辽 金 法 是 非常 适用 的 方法 “。 由 于 没有 外 力 的 激励 ， 该 
结构 只 承受 伪 静 力 《〈 即 科 氏 力 ) 。 当 转子 开始 旋转 时 ， 会 及 生 瞬 态 振 动 ， 其 响 
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应 会 及 生 在 系统 的 固有 频率 上 。 我 们 可 以 假定 该 啊 应 在 静止 转子 的 回 有 频率 上 











是 主要 的 啊 应 。 因 此 我 们 可 以 假设 一 个 单项 的 算法 : 
y=f(2)0(7) 
f(Z)=6Z* -4Z' «Z* 
Harte) 微分 方程 中 的 误差 是 : 


s=- Pixx 








\(1-2z+7°)+ (67 +47? +z')palðs 


18 36 18 4 
8pA( at "UE uc ae MOF =I ug 








00 + 
108 75 3626 , 36 77 
5 5 25 
6-12Z - 6Z^ +20Z° -9Z* + EI 
-pA( ex at). : + 24—“ |94 
AR(3-12Z -12Z? - AZ?) ] 
-$4 i 22’ +18Z? — 362^ 
0^ + pAa(R+Z) 
E» 46 76 , 46 77 
5 25 
辽 金 法 ， conc 
l 
| ian (62^ +4Z +Z*) “一 4Z +Z az + 
0 





SpA(m +at)| 5 3 5 6 (6? -AZ? «z^)az« 





MU NEA EN = 
l 27744 108 75_ 36 
5 
,[6-12Z2 -6Z7 | 9Z + 
l —pA(@ + at) 
| 4R(3-12Z -12Z? - o(s 2^ z*)az« 
0 
D 
247 
s -$4 597-187? H18Z? 
| 4 全 一 8" (eZ? - AZ? +Z*)dZ + 
0 3674 + 13855 _ 46 76 | 46 77 
5 5 25 


l 
| pAa(R+Z)(6Z* - 4Z? + Z*)dz =0 
0 





对 上 式 积 分 并 进行 无 量 纲 化 后 ， 得 到 : 





(10-105) 


(10-106) 


( 10-107 ) 














c= TN (10-108) 











$^ a(ay at) «p G+ tg --P (10-109) 


a 
做 以 下 的 进一步 调整 后 
(10-110) 


我 们 得 到 如 下 的 二 阶 微分 方程 
d? 
laln +r) elo rue = 一 (10-111) 


该 方程 可 以 被 分 为 如 下 两 个 一 阶 微 分 方程 


a (10-112) 
£ = -as tnr) + 1 G+ rcp + rbi 
这 些 方程 可 以 使 用 MATLAB 求解 ， 而 这 一 加 速 叶 厂 的 啊 应 结果 如 图 10-3 
所 示 。 注 意 到 由 于 加 速度 产生 的 冲击 啊 应 在 更 忆 的 加 速度 时 更 为 剧烈 且 需 要 更 
长 的 时 间 才 能 爱 减 。 目 前 使 用 商业 有 限 元 软件 仍然 无 法 进行 这 类 分 析 ， 所 以 这 
些 基本 的 能 量 法 在 理解 许多 非 线 性 结构 的 动态 行为 时 仍然 是 非常 重要 的 手段 。 
转 
E 动力 学 及 其 发 展 


























F=0.0005 


MPO xX 10° 








加 速度 对 瞬时 旋转 频率 的 影响 rbot 


ran 0, R= 1.0 


10-3. 一 根 长 的 加 速 叶片 在 科 氏 力作 用 下 的 振荡 啊 应 


10.8 余 虚 功 原 理 


ke URGE AVS ABS, RP KS BAM SUT A fe (AS Al 
(Johann Bernoulli, 1667~1748) AI FEE 7K * 48 3% All (Daniel Bernoulli, 
1700~1782) 。 这 里 我 们 选择 介绍 其 中 两 种 形式 : 

d) 在 虚 功 方程 中 使 用 连续 的 虚 位 移 和 应 变 来 强制 实现 真实 应 力 和 力 的 平衡 。 

(2) 在 虚 功 方程 中 使 用 平衡 的 虚 应 力 和 力 来 强制 形成 连续 位 移 和 应 变 。 

这 两 种 广义 情况 形成 了 两 个 和 党 用 的 变 分 原理 ， 无 论 材 料 的 行为 如 何 ， 他 们 
都 是 有 效 的 。 

在 10.1 市 中 ， 我 们 推导 出 了 变 分 形式 的 巷 恬 染 结 构 虚 位 移 原 理 。 在 其 中 
虚 位 移 和 应 变 被 摘 述 为 真实 位 移 和 应 变 的 变 分 。 而 在 曲面 上 施加 强制 位 移 的 部 
分 ， 虚 位 移 被 设 为 零 ， 即 面 内 反作用 力 的 做 功 为 零 。 这 样 在 这 一 部 分 只 有 面 外 
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HITED A, Pe TT PE BOA T ER JE 

V EZ 7 RB, AS EMIA EIERNE KMM. EE 
Hh, TERRIA Ee 0 ea til] FTA DAT. EIRENE, KERA MIAD. TEE 
功 方程 成 为 了 虚 力 原理 ， 又 称 为 余 虚 功 原理 。 

在 虚 功 原理 中 ， 我 们 可 以 精确 地 确定 位 移 和 应 变 ， 因 此 该 原理 在 确定 固有 
频率 时 非常 有 用 。 然 而 它 对 应 力 的 计算 却 存 在 误差 ， 原 因 是 在 应 力 场 的 逼近 算 
法 中 精度 会 快速 恶化 。 对 工程 师 来 资 ， 获 得 尽 可 能 精确 的 应 力 场 vy 对 实现 好 
的 结构 设计 意义 重大 。 在 余 虚 功 原 理 中 ， 我 们 保持 位 移 不 变 而 改变 应 力 场 和 体 
J Bi。 当 然 我 们 必须 确保 应 力 场 和 外 力 的 变 分 满足 平衡 方程 和 边界 条 件 : 

















{Oty} ,+6B,=0 (10-113) 
其 中 在 边界 So 处 有 : 
CATET Ni (10-114) 
在 边界 Sy 处 有 : 
oT”) =0 (10-115) 
余 虚 功 原理 被 定义 为 : 
OW = ||| waBav+t || usr” aa (10-116) 
利用 柯 西 公式 ， 上 式 中 的 第 二 项 被 转化 为 应 力 : 
ff won’ dA = [dt )v dA (10-117a) 


D fatal Tau] a 吉 构 所 做 的 功 。 


ffl ;Jv;d4- ME (n) dv (10-117b) 
flf. dur da= fff [88 (5r,) dv Mff nono. aos 


利用 式 10-113， 上 式 可 被 简化 为 : 


JsBavt ff uor” a= fff oe — 
H uij = ejt oj 并 且 已 知 旋转 张 量 og EROS R. FER: 
| | | MOBdv+ | | uoi da - fif T — 


我 们 将 余 应 变 能 密度 函数 定义 为 Uw = | ede 中， 于 是 有 6 Tm. R 


c E 
E TR 





10-120 可 变 为 : 


ff «ono ff nora f, 


Lb ub UT. RAE USE tm BOW = JJ] mba 





QU, 
— ôt dv (10-121) 
OT, 





op = | | | MOBdv+ | | UOT! dA 
因此 ， 式 10-121 最 终 变 为 : 
6(U" +V")=0 (10-122) 
使 用 余 虚 功 原 理 ， 无 论 用 何 种 逼近 技术 都 可 以 对 应 力 场 进行 较 好 的 近似 。 
然而 ， 对 位 移 场 的 近似 却 可 能 出 现 误 差 ， 而 精确 的 位 移 场 是 精确 计算 系统 回 有 
频率 的 必要 条 件 。 因 此 余 虚 功 原 理 的 方法 对 动力 学 分 析 并 不 适合 。 为 了 克服 这 
一 问题 ， 人 们 希望 寻找 一 个 方法 能 够 同时 精确 近似 位 移 场 和 应 力 场 。 经 过 研究 
发 现 瑞 斯 纳 (Reissner) 的 原理 最 为 合适 ， 其 既 可 以 确定 固有 频率 ， 又 可 以 精 
硝 计 算 受 迫 振 动 的 位 移 和 应 力 啊 应 。 我 们 将 在 下 一 节 中 讨论 这 一 原理 。 


10.9 ” 海 林 格 - 珊 斯 纳 ( Hellinger-Reissner ) 变 分 原理 
虚 功 原理 和 哈密 顿 原理 都 属于 最 小 值 原理 ， 而 在 海 林 格 - 瑞 斯 纳 原理 0 
中 ， 泛 函 极 值 的 特性 是 未 知 的 。 其 中 瑞 斯 纳 泛 冰 为 : 
nf bawe- oy 
在 上 式 中 规定 了 体力 和 拉力 ， 在 对 应 力 、 应 变 和 位 移 进行 变 分 时 需要 满足 : 
65, =+(du,,, + õu) 











(10-124) 


5X 10-123 的 变 分 为 : 





PS jl [ns uc = ty jeff , Boudv- |] "LE uan 


OT; 


由 式 10-124 By 40, 3X 10-125 的 第 二 项 可 以 写成 : 


Hse tk o # 


jl], on. - JI] rion. iv = 
aa ),dv- MI: r, ,Ou,dv 


3C RH] USE ce XE n] WOK ERAS A: 
ff] on av- fe rv óujdA — Hb r, ,6udy ere 


于 是 式 10-125 BA: 


OT. = [f], orsdv f| ryv owaa - |J]. n, 0v - 
S 


(10-126) 








(10-128) 
| | I x. ór,dv— | | , Bóudv - | ,Tudd 
重组 后 可 人 得: 
81, = ||]. (a Ga x, - (so aee 
: (10-129) 
ffe r,v,- T Jaan ze odd 
WRR V OLR = 0， 由 式 10-129 可 以 得 到 : 
£j = al (10-130) 
Ty, * B, =9 (10-131) 
在 结构 表面 上 S 和 9 分 别 有 : 
Aa (10-132) 
和 
Su, =0 (10-133) 





上 面 的 结果 是 海 林 格 - 瑞 斯 纳 变 分 原理 的 一 个 特例 ， 有 时 被 简称 为 瑞 斯 纳 
原理 。 它 同时 给 出 了 满足 应 力 和 位 移 边界 条 件 的 应 力 - 应 变法 则 式 10-130 和 平 
衡 方程 式 10-131。 而 且 在 其 推理 过 程 中 已 经 包含 了 应 变 -位 移 关 系 式 10-124。 
因此 我 们 可 以 期 望 瑞 斯 纳 原 理 可 以 对 应 力 和 位 移 场 同时 给 出 更 好 的 近似 结果 ， 
而 不 是 像 虚 功 原理 那样 只 能 对 其 中 之 一 给 出 精确 的 近似 。 

接 下 来 我 们 将 演示 如 何 用 瑞 斯 纳 原理 来 求解 旋转 机 械 叶 片 的 振动 问题 。 
图 10-4 是 一 个 长 为 工 且 共有 非 对 称 产 的 螺旋 桨 叶片 。 在 这 个 非 对 称 时 片上 ， 
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在 一 个 到 叶 根 处 距离 为 z 的 截面 上 ，O Re; MRM G nd 
起 ，O 点 在 xi 轴 系 中 的 坐标 可 以 被 解析 为 (rn r) o P oxi 轴 在 转盘 的 平 
HA. WE 10-4 所 示 ，Oxyz 轴 系 位 于 叶 厂 根部 并 与 Gxiy1iz1 HHA AT © "DH 
在 转盘 上 的 安 猴 角 为 办 转盘 半径 为 尺 并 以 速度 w rad/sec 进行 旋转 。7 轴 平 行 
于 转盘 平面 ， 而 & 轴 垂直 于 转盘 平面 。 





ty tY) 

CONSE T 
ry 
V 


图 10-4 螺旋桨 叶片 
a) 旋转 的 叶片 b) 位 移 场 c) 仅 有 产 非 零 的 非 对 称 情况 





位 于 xyz 或 xiy121 的 一 个 粒子 p 的 位 移 场 us uy 和 uz 可 以 被 解析 为 指 同 pi 
的 扭转 角 0. FETA po AS HA x AFR IR] p'HJ S HH ye T 3e HI DAE: 
u —x—-yÜO0-x-y0 





n -y*txO-y *x0 (10-134) 
u, --x(4 *n6'|- » (9 n6) - $6! 


其 中 页 和 内 分 别 是 在 x-z 和 y-z FERNS HR. MEAM HT VAR 
式 计 算出 来 : 


wese fk o # 


ej - (ug (tu) 


(10-135) 
o; ZJO E. t2Gej; 


EXP ES By by 73 Ay CAAA BS) ARK 进行 修正 。 于 是 我 们 可 以 得 到 下 面 
HSH. 997]. THREW. HF BCD Ae FH HH Fe FN SEL FE e 


M. = fe- 9| d4 





(10-136) 


C= MED 


c -Ef(& en] dA 
T, -C0'- C0" 
现在 由 式 10-123 我 们 可 以 设 定 如 下 的 瑞 斯 纳 泛 函 。 假 定 由 Ci 产生 的 能 量 


与 由 c 产生 的 能 量 相 比 可 以 忽略 不 计 ， 且 xx 和 yy 是 主 惯性 重心 轴 ， 所 以 
AD1 不 存在 ， 于 是 有 : 


M p - M, - V, (x'-4)-V,(y'- 4 )* 1,0 











In --[ Mj DM Laa D VV, dz (10-137) 
A ZEE RUE ee 
po) dan 2C ' 2KGA 


对 叶片 安装 角 为 零 的 情况 ， 包 括 离心 效应 在 内 的 动能 
m(x+1,0) em(yró) +m,0 + 
r-i[ mast (À +r ô) + Mon lh rà") - dZ . (10-138) 
mo | x, ^ y, glk (R+Z)dZ + mo? (x+r,0) 


其 中 m 是 每 单位 长 度 的 质量 ，m plyp 
如 果 我 们 假定 叶片 仅 对 于 一 个 平面 非 对 称 〈 见 图 10-40) ， 则 有 =0， 此 
时 会 有 关于 y 和 9 的 耦合 杰 扭 振动 和 xz OETA ERS, ESE y 
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TI 0 Hy exu. Fim PTAA EN 7S: 


Zr) +m,0° + ma (多 né") - 


Dr -| mo no) Tp (R+Z)dZ + dZ (10-139) 


M, 2 P 2 
++ 
Zbl 2C 2KGA 








Mp -V, (y'- ) -T,8'« 


其 中 M,--Elauó» V,=KGA(y'-¢,), 7T,2C05 Mi-V, V;-0, T, -0. 
可 以 将 式 10-139 中 的 瑞 斯 纳 泛 函 看 作 一 个 如 下 形式 的 泛 函 : 
Le = f (MV, T) y jhh 0,0, 0,0, Z,t) (10-140) 
对 于 频率 为 p 的 简 谐 振动 ， 对 时 间 平 均 后 的 瑞 斯 纳 泛 函 为 : 


2n 
L = | "(- 1,)àt- 


p ? AEI dun "d *2Lr6y) + LO E +170 |- 
! & EI (10-141) 
zii Tm (y «r6 | R(-z)«05(1-z) |+ i 
r? V; M^? D. 


X 


-十 一 二 一 + 一 一 一 -一 
2E ax k^ 2ER 2u’ El 


xlxl 


M $, — V, (y' -¢)- To0 + 





1 
" I 2 ere A 
niger. posee]. etd mcos, 所 


PUNTA A IRN, DRUG OUI ORE v- RERAN 


切 参数 下 - (AG 2 让 的 顶 代表 前 切 变 形 的 效应 我 们 可 以 假定 形状 函数 为 ; 
y= > (az 十 A,,,2'*") 
9 = 3» + Baz") (10-142) 


b=) [Cz eC az) 


其 中 的 任意 常量 4、B 和 C 可 以 利用 以 下 边界 条 件 消去 : 
在 z=0 时 , y=pp=0=0 








fEz=OWM, HL ky metic, V,-KGA(y-4270 
fEz-O0HN H L Ro RME EN, M.--Eliad-0 (10-143) 
在 z=0 时 ， 且 工 或 2 被 预先 指定 时 ，7To=CO =0 














即 
在 z=0 人 处 , p= $2 =9=0 
在 z=1 处 ，Q- b2) = 62'=0'=0 (10-143a) 
与 之 类 似 ， 我 们 可 以 假定 弯 矩 、 人 
M, = DE (1- z) + E, (1- zy 
V, = LIP (1-27 +D (1-2) | (10-144) 
T, Mir F(1- z) +F,,(1- zy" 
该 式 满足 边界 条 件 ， 即 在 ?= 1 时，M = Vy = To = 0. (ERD, ERI FY 
vi dmi .条 件 消去 ， 
f£z-0Hj, V; =0, M; =V, To’ =0 (10-145) 
将 上 面 确定 的 形状 函数 代入 式 10-141， 并 采用 里 效法 求 最 小 化 极 值 ， 则 有 : 
61 
o4 7 
OL o 
OB, | (10-146) 
OL, — 
OF 


这 里 形成 了 一 个 特征 值 问题 : 
[4]- p^ [8] 20 (10-147) 
通过 单项 逼近 ， 这 个 具有 6 个 特征 值 的 问题 形成 了 一 个 规模 为 6x6 HJB 
阵 。 和 矩阵 的 元 闵 可 以 通过 多 项 式 积 分 或 者 数值 积分 获得 。 这 与 只 有 一 个 单元 的 
有 限 元 法 类 似 ， 因 此 其 求解 耗 时 非常 短 。 而 且 由 于 位 移 场 和 应 力 场 同时 变化 ， 
可 以 同时 得 到 精确 的 频率 和 应 力 结果 ， 因 此 该 方法 总 体 上 也 更 加 精确 。 但 是 该 
方法 的 局 限 性 在 于 ， 仅 有 一 个 单元 的 能 量 法 无 法 捕捉 不 连续 位 置 的 复杂 几何 ， 
而 现代 设计 恰好 需要 关注 这 些 位 置 ， 因 为 在 这 些 位 置 采 用 传统 的 安全 因子 是 不 


转 | 
E TR 


























够 的 《可 参考 文献 [30]) 。 


10.10 -Œ ( Hu-Washizu ) 原理 


胡 〈 胡 海 昌 教授 一 一 译 者 注 )“ UME CWashizu) “| 考虑 了 一 个 更 为 广 
义 的 变 分 原理 ， 在 其 中 位 移 、 应 变 和 应 力 的 变 分 可 以 相互 独立 。 
通过 式 9-1 可 以 得 到 下 面 的 动力 学 平衡 方程 (其 中 为 质量 密度 ) : 


Co, 00, Oc 




















NAE C RN RU. 
Qo Qo Qo 

9 M Zy — nij = (10-148) 
E» + By z +b, — pu, =0 
00, 00, O0, į 
"ES T Oy tX +6, — pli, =0 

采用 张 量 形 式 ， 上 述 三 式 可 以 表示 为 : 
Ojj +b, — pu; =0 (10-148a) 


通过 式 9-2 给 出 的 应 变 - 位 移 关 系 为 : 

















Ou 1 (eu. Ou 
mE sae x Zo 小 全 a: 
PED RA L L4 -J E (10-149) 
_ Ou, 1) Oe) y Ce, 
Zz Qm Y 2| & Oy i 
同样 由 张 量 形式 写 为 : 
1 
Ej =5(u,, +u,;;) (10-149a) 


— 4S | [R] TEE BP) SHEP Hr Jo HS EAE B BE BE 7 s 
W-lae + ule, t£, £22) 2u(8, t£ t5, ) (10-150) 


Hrpe=€, tE, +&,, TAM 是 拉 梅 (Lame) WA. FEM 7J- NIAE A: 
系 可 以 写 为 





Oy =A, -W,. (10-151) 


wese Hk SW 


WS — SHA a a, TAREE RANA: 如 果 其 一 阶 变 分 被 设 
为 零 ， 则 可 以 得 到 平衡 方程 式 10-148、 应 变 - 位 移 关 系 式 10-149、 应 力 - 应 变 
关系 式 10-151 和 边界 条 件 。 而 对 动力 学 问题 ， 该 原理 将 速度 v; 引入 了 动能 密 
度 项 中 ， 以 及 类 似 基 和 尔 霍 夫 (Kirchoff〉 变 分 方程 ”| 那样 在 假定 无 位 移 变化 的 
固定 区 间 内 对 时 间 进 行 积 分 。 这 一 过 程 将 惯性 力 引 入 了 平衡 方程 ， 并 且 给 出 了 
ù 和 动能 之 间 的 关系 。 于 是 胡 - 疡 津 原理 的 变 分 泛 函 被 写 为 "1: 


[foa -r00-mts +e, Huy jos +m lars 











dea t (10-152) 
f, | Buds+ fe (u, —i,)dS 
S, 7 





在 上 式 中 TIERE Lof v? +v) g fecti ifi g, RRA R 
数量 ， 在 边界 的 区 域 % 上 给 定 了 表面 拉力 ， 并 且 在 区 域 5, 上 给 定 了 表面 位 
f£. X 10-152 的 一 阶 变 分 为 : 

pu,ov, + pv,ou, —T,, ov, Mess ÓE; + 


No 


dV 


l l 
Ej00; +O OE; — 56,6 (u., TU | E AUA H ) Gs t (10-153) 


f, 
5J - |." 2 
^ |bóu,-- | zóuds + fhlos —u,) 6g, + g,ôu, dS 
S S, 


p 





上 式 的 积分 体 中 的 第 二 项 可 以 进行 如 下 简化 : 


[maaara = f oxóudVT, pssuarar = ff pasar (10-154) 


t, V V to V i; V 


而 式 10-153 中 的 第 七 项 经 过 分 部 积分 可 以 变 为 : 


中 -at 十 u,,)dV [= [Joona — [sois a (10-155) 
V S 


to UY f 
1% sk 10-154 MIÈ 10-155 代入 式 10-153 n] 
pu;àv, — pv,ou, — T,, Ov; -W,, ÓE; + 


dV 
J -Í ;| 9o, + 0/8, + Oy Ow =5 (ty +H, à + hôu + t (10-156) 
fo | Zou,ds a flu, -i )ôg;dS 
S, Sy 
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AS OA ERE, RRS BTR TRANS, n AF S] 
| |o; +, — pv, |6udV + | |o, —W,, (æav + 


Y,J 
F V 
E E TE ) doar + fos. -T,, |6vdV + ios 
g V 
| 区 -g]6uds+ f (u, -五 )68gid9 =0 
S S 


因为 位 移 un TREE vno MÈ ey 和 应 力 oy AR OAR LAROL, Exp 


O; ; t b; — pv; =0 


o; THES 

(10-158) 
e; =5 (Wj +u) 
pu; zm 





ER 4 个 方程 中 的 前 3 个 按 顺 序 分 别 代表 动力 学 平衡 方程 、 应 力 - 应 变 天 
系 、 应 变 - 位 移 关 系 。 而 第 四 个 方程 实际 上 束 是 v=w,。 于 是 我 们 看 到 由 胡 - 
芍 津 原理 可 以 推出 所 有 弹性 方程 。 

一 些 其 他 学 者 曾经 推导 过 更 高 阶 的 理论 ， 例 如 Rao”, HiFi] (Rayleigh) PH 
TH CLove) P. KX (Bishop) Pl. 2 t KU AK Œ (Mindlin and 
Herrmann) ^ FER ZA a RB) fr. AET C Saint-Venant) "". ok 
(Timoshenko) P^ ^"! Xt/k (Gere) ^l, mH CReissner) PL 罗 和 高 洛 德 
(Lo-Goulard) 和 巴尔 (Barr) ”对 杆 的 扭 振 分 析 ， 沃 尔 泰 拉 (Volterra) '! 
以 及 克 里 希 纳 。 穆 斯 (Krishna Murthy) “对 梁 的 振动 分 析 。 

近年 来 随 独 能 处 理 大 规模 实际 问题 的 有 限 元 法 的 出 现 ， 对 更 高 阶 理论 的 兴 
趣 正在 逐渐 消退 ， 主 要 原因 是 在 实际 的 工程 应 用 中 高 阶 的 影响 并 不 突出 。 所 以 
在 本 书 中 不 再 对 上 面 提 到 的 高 阶 理论 做 详细 推导 ， 感 兴趣 的 读者 可 以 参考 相关 
文献 。 但 是 在 结束 这 一 章 之 前 ， 我 们 还 是 要 解释 最 后 一 个 理论 一 一 杆 的 扭转 。 


10.11 杆 扭 转 的 不 同 定 理 


杆 扭 转 振 动 的 不 同 定理 的 推导 过 程 基 本 类 似 : 从 一 个 状态 假设 开始 利用 变 分 
原理 计算 应 变 和 动能 。 在 推导 出 最 后 的 改 民 定 理 之 前 ， 前 和 完 给 出 一 些 基 本 定理 。 
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10.11.1 库仑 (Coulomb, 1784) 基本 定理 


状态 假设 : 
u, =0 
u, ——zÜ (10-1592) 
u, = y0 
微分 方程 : 
pl ,0-GI,0,,, — 0 (10-159b) 
边界 条 件 : 
[GI,0,,50] =0 (10-159c) 
0 


ARMITE: E 
这 里 p RRR, AREE. AAT ET NSKA 
辛 哥 和 十 带 尔 相关 文献 "1。 


10.11.2” 圣 维 南 (St. Venant, 1853) 定理 





状态 假设 : 
u, =0 
u, ——z0 (10-160a) 
u, = y0 
微分 方程 《忽略 纵向 惯量 ) : 
pI,ĵ-C,0, —0 
2 (10-160b) 
a -G[ (o. cz) e (o. ey fas 
A 
边界 条 件 : 
[C6,, 50], =0 (10-160c) 
weld HH ek a) 23 FE 
V/$-0 (10-160d) 


其 中 bj 为 瓯 曲 函 数 。 对 圆 形 杆 的 情况 可 以 参考 托 德 享 特 (Todhunter) |", 
铁 木 辛 哥 (Timoshenko) 和 古 蒂 尔 (Goodier) 的 相关 文献 ”1。 


10.11.3 SRR (Love, 1944) 定理 


状态 假设 : 


c E 
E TR 


u, = $0, . 
u, ——z0 (10-161a) 
u, = y0 
微分 方程 
pl,Ó - (C02 + EL,0, 8 - 0 
2 (10-161b) 
Ly = | dA 
A 
边界 条 件 : 
m l 
(ply6, «c,6..)a0 | =0 ( 10-161c ) 
But BL Re 
gV'ó-r$-0 
l 
g= | G0, ? dx 
: (10-161d) 


pss | p0, dx 


10.11.4 ” 铁 木 辛 哥 (Timoshenko,1945) -#/R (Gere, 1954) 定理 


状态 假设 : 
ue = 0, 
u, = 一 ZO 
u, = y0 
10-162 
eux = $0, .. 
Ey, = VEn 
Ez zs ZVE x 
微分 方程 
pl,Ó - (C02 + EL0; 6 0 (10-162b) 
边界 条 件 : 
l 
| E1 407080., | =0 
( 10-162c ) 


| (C18, - Elo; )050 | = 0 


I 
0 
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78H HH GLO) 2J FE: 
-gV'ó-c d$ -0 


NP (10-1624) 
d = | E62, dx 
0 


10.11.5 ” 瑞 斯 纳 (Reissner, 1952) 和 罗 - 高 洛 德 (Lo-Goulard, 


1955) 定理 
状态 假设 : 
u, = Qa 
u, = —z@ 
u.= v0 
oe (10-163a) 
eux = PQ, 
EVE 
e = VE... 
微分 方程 : 
pl, fö [e — -GLe, je] [o 
0 Oj(à] | GLO, (GK-EL;0:)|«) |0 
(10-163b) 
Lz To. *zó., )dA 
K = | (Ø :)a4 
边界 条 件 : 
l 
|(GI,0,, +GLa)50 | =0 
j (10-163c) 
| -El ys, õa |. -0 
i HH GO) 73 FE: 
-gV ó t AP =0 
(10-163d) 


d, = [ee dx 
0 
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10.11.6 巴尔 (Barr,1962) 定理 


状态 假设 : 
u, = Qa 
u, = —zÜ 
u, — yO 
(10-164a) 
e ux = a. 
Ey EVE 
e = Ve 
做 分 方程 : 


I 0 |{6) |-GI,6: -GLO, Qo! (0 
i put : 2 ( 10-164b ) 
0 ply a GLO, (GK - El 40; ) a 0 


边界 条 件 : 


(G1,0,. +GLa) 50 | =0 
(10-1646) 
| -El ys, ôa | =0 
j£ H MIN E: 
ME EE (10-164) 


10.11.7 Bi Rao (1974) 提出 的 改良 定理 


根据 泊 松 (Poisson) DFE, BR Æ BEEK E XE IP S ec 3E AP PILAE. INLAE 
MBRA. ASWRXP PAR, S5 IBS: 


u, = 90,, 
u, — —0 —vO,.. | và (10-165) 
u, = yO-VO,,. [gaz 
由 此 可 以 获得 速度 场 : 
Uy s, = 90, 
My») = 720, VO sq | dy (10-166) 


Us = VO, VO, wa | ya 
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应 变 场 为 : 
Ex, = 90, .. 
Ey, 三 一 OO 
&£, = 一 OO 


?2XX 


5 Xx 


5, =F] (Øy 2)0, V6... [ocv | 
e, 5-2 (Jar). (fg), (10-167) 
&, =E (ret?) Oss VO re [Gdz | 

对 应 的 应 力 场 为 : 








T= E90 


ty =.0 


r_ =0 
ry -G ($5, 2). V6... | Oy | 
VO is c| (foa). (foa). | ( 10-168 ) 
t, =G] (d. +) Oss V0... | OE 
系统 的 应 变 能 和 动能 为 : 


l l 
2 de [GG02 dx» |v'Gc.97 dx — 
0 


*xx I XXX 


I 
2U = | EI y8 
0 


0 


5 XXX 5 XX 


l l 
| 2VGC,0,. 0， dx | VGC,0,.. dx (10-169) 
0 0 


2 
721 ? Xxl 5 xt dx 


l l l l 
apes | pl, 0 dx | C,pv!02. dx | 2pvC.6,,., 0, dx | pl, 
0 0 0 0 


其 中 


c E 
E TR 





(10-170) 


-ae 


A 


AR De Meg EE. RATE EAE SIS 2] B o Hil GL 23 23 TEMA TF AKTE e 


V^ GC,0,. s -(Et,, a0 v^GC, F 2vGC,; ) Gy -C,pV O, cs 2: 
(10-171) 
CGO,, +( PL 4g - 2pvC, ) recy -p1,0,, = 0 
-( El y +V?GC,) Pr +CGGO HGCO 2v GCP ee — 
OO | + 
Cp V^, oon TP vC; C= +P I saxi 0 
( 10-172) 


5 XXXX 


EI ,,-v^ GC, |0,.. —^ GC,0 
ec 


+vGC,0, +C, pv’ O,..., | 
pvC;0 


^tt 


a + 
0 


当 v=0 H, ERD fin] DAT HA RAR F ERE. 
这 个 线性 方程 组 的 求解 过 程 如 下 。 令 目 由 振动 0 = Osinpt, W 10-171 28 


{V°GC,0,.. VGCO,,.| 80... | =0 


v GC,0 Ely, tv GC, + 2vGC, - C,pv' p’ J8 


9 XXXXXX ( ? XXxx 


(10-173) 
(GG- pL p? + 2pvC.p" 6. +pl, pO =0 


上 述 方程 可 写 为 : 
BO, (B, Dp JO +( By -Dp )O+Dp0=0 (10-173a) 
上 式 的 解 是 9= Me”“， 由 此 可 得 : 
Bb -( B, - D,p’ \b* +(B, -Dp P +D,p* =0 (10-174) 
该 方程 有 3 NR, KEITELE. bl. bl. Wu DY 6 SARA BRU bi 
bio. bai. bas biis b32, LCA: 





0 = M,,e^* + Me + M, e^" + Me +M, e + Mg (10-175) 
对 两 端 固 支 的 边界 条 件 ， 即 在 x=0 和 1 时 ，0 = 0,; = Ow 一 0。 于 是 可 以 得 





到 : 
1 1 1 1 1 1 
b, b, b, b, b, b, 
b; bi b; b; b; b; 


7 come ( 10-176) 


e € 


b, e^t b e” b,,e^ b e^ b, e^ b.e 
b chil p? chil be chil b ol ^ chil b oP»=0 
KE FH AE DAT AT AY 2E 25 p xe PE SUB ARGE, ru Hour LIER h 
没有 很 大 价值 ， 但 这 并 未 改变 如 下 事实 : 我 们 需要 从 科学 音 命 时 期 得 到 的 基本 
原理 来 理解 系统 的 物理 特性 。 在 20 世纪 60 年 代 前 ， 我 们 没有 计算 机 ， 而 且 即 
使 在 那 之 后 的 很 长 时 间 里 有 限 元 法 的 速度 和 内 存 使 用 还 有 竺 进一步 改 进 ， 所 以 
过 去 的 工程 师 们 都 依赖 于 材料 强度 方法 和 简化 系统 的 表格 /网 形 法 。 即 使 到 今 
天 ， 我 们 也 希望 强调 : 工程 师 们 应 当 了 解 在 科学 革命 期 间 发 展 出 来 的 能 量 法 理 
论 ， 它 们 的 近似 方法 是 现代 有 限 元 法 〈 见 第 13 章 ) 的 基础 。 今 天 的 工程 师 们 
应 当 对 商业 有 限 元 软件 的 局 限 性 进行 仔细 的 评估 ， 而 不 能 因为 其 后 处 理 结果 在 
报告 中 非常 好 看 就 旱 目 地 依赖 于 它们 。 
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20 世纪 的 图 形 和 数值 方法 


随 着 20 世纪 初 旋转 机 械 的 快速 及 展 ， 工 业界 为 了 处 理 各 种 不 同 的 设计 问 
题 ， 需 要 有 能 够 快速 确定 固有 频率 的 方法 。 于 是 科学 家 和 工程 师 们 开始 设计 各 
种 流水 线 化 的 简 蛙 方 法 ， 目 的 是 让 半熟 练 的 工程 师 能 够 在 最 短 时 间 里 掌握 这 些 
方法 并 避免 错误 。 在 近年 来 工业 界 开始 广泛 采用 有 限 元 方法 之 前 ， 这 些 方法 一 
ELSE ACTES EB TER]. 

在 10.3 节 中 介绍 瑞 利 的 能 量 法 时 曾经 用 表格 的 形式 给 出 了 计算 过 程 ， 而 
事实 上 这 一 方法 也 是 为 了 上 面 提 到 的 目的 才 开 发 的 。 


11.1 图 形 方 式 的 斯 托 多 拉 (Stodola ) - 维 埃 内 罗 
( Viannello ) 法 ( 瑞 利 最 大 能 量 法 ) 


在 20 世纪 初 ， 经 典 梁 理 论 开 始 被 广泛 用 于 设计 。 为 了 求解 相关 的 微分 方 
Ke, SIN RLS: ACH AR, Aa See A, tela re cele 
图 ， 通 过 这 些 手 段 将 数学 积分 方式 转化 为 图 形 方 式 。 

对 一 个 自由 振动 的 梁 ， 因 为 其 惯性 载荷 是 (w/e)py， 斯 托 杜 拉 CStodola) 和 
维 埃 内 罗 (Viannello) “将 挠 度 y 本 身 考 虑 成 一 个 产生 挠 度 的 等 比例 载荷 。 他 们 
采用 了 当时 流行 的 搁 术 ， 将 梁 的 静态 挠 度 设 定 为 一 个 余弦 形式 或 多 项 式 形式 的 形 
状 函 数 。 他 们 假设 粱 承受 一 些 载荷 Wi Wo. oy Wi, HEREA A LIE OA 
应 的 静态 挠 度 y、y，2、…、yn。 随 后 在 一 个 极限 位 置 的 系统 总 的 应 变 能 古 : 























| 
Ü -lYwy (11-1) 
如 果 p Eze 443. TA FP A ie AY eR ASE, bj 
系统 的 最 大 动能 是 : 
^ ] 2 2 
六- 
T » Wy (11-2) 
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AE, B — BT SEAS FY M Fi 3 PEAY s 


Cy ME 
N, =% £2, y min (11-3) 
T > Wy 


为 了 演示 该 方法 ， 我 们 考虑 一 个 如 图 11-1 所 示 的 转子 ， 其 上 的 载荷 可 以 
是 圆 盘 的 重量 和 轴 在 所 关心 这 一 段 的 分 布 重量 。 图 11-1 PRT BO 
(Kearton) “给 出 的 图 形 化 过 程 。 其 中 重量 的 计算 如 图 所 示 ， 而 总 的 载荷 是 
621 磅 ， 其 中 左 轴承 A 和 右 轴 承 B 上 的 轴承 反 力 分 别 是 301 磅 和 320 磅 。 
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11-1 采用 斯 托 多 拉 (Stodola) HRA! (Viannello) BBE k E aE CE 
Hooks FEHR H) 


Alina F We By IA. fk oR IN AE TEAR, & 1 RATRE 100 
磅 。 后 来 为 了 缩小 图 形 又 使 用 了 长 度 比 例 1:4〈 即 用 1 英寸 长 度 代 表 4 X 
T) 。 标 为 M 的 是 这 和 窍 图 ， 它 由 对 勇力 积分 得 来 ， 其 比例 尺 为 1 天 寸 代表 
1000 磅 -页 寸 Clb-in) 。 随 后 画 出 的 是 修正 后 的 M7 曲线 ， 其 比例 为 1 英寸 代 
x 100 磅 /立方 英寸 (lb/in ) 。 

随后 可 以 通过 积分 获得 和 斜率 曲线 (Slope Curve) ， 其 比例 为 1 英寸 代表 
0.00005 弧度 Crad) 。 随 后 通过 再 次 积分 可 以 获得 找 度 曲线 (图 中 显示 为 
Curve of Static Deflection) 。 最 大 搁 度 发 生 在 斜率 为 零 的 点 F 处， 其 值 为 
0.001364 F. Æ 1-1 给 出 了 临界 速度 的 计算 结果 。 


表 11-1 使 用 斯 托 多 拉 - 维 埃 内 罗 法 计算 临 开 速度 





T " 
11 9.8 0.000250 0.00245 0.000000612 
yt, 


MES 和 4 "mur ee 
11.2 ”表格 方式 的 斯 托 多 拉 (Stodola ) — 
维 埃 内 罗 ( Viannello ) 迭代 ; 


在 10.3 节 中 ， 我 们 讨论 过 瑞 利 法 的 表格 形式 ， 当 时 用 了 表 10-1 来 计算 一 个 
巧 臂 染 的 形状 函数 。 与 其 相 比 ， 图 形 方式 的 斯 托 多 拉 法 花费 的 时 间 更 长 ， 而 且 非 
各 依赖 于 当时 绘图 工具 的 精度 。 随 着 近 一 个 世纪 前 模拟 方式 的 乘法 计算 天 的 问 
世 


























， 数 值 方法 的 计算 变 得 更 加 方便 且 具 有 更 高 的 精度 ， 于 是 表格 法 逐渐 成 为 主 
流 。 下 面 我 们 讨论 如 何 采 用 表格 方式 的 斯 托 多 拉 - 维 埃 内 罗 法 计算 临界 速度 。 


E 
B TR 





Toi PE tar eR AO AR EH y(x) 成 正比 。 与 上 一 节 一 样 ， 我 
们 设 定 一 个 任意 挠 度 形状 ， 如 果 假 定 频率 o 等 于 单位 频率 〈 即 ， 则 载 
人 向 为 my(x)， 而 且 可 以 用 连续 积分 确定 这 一 载 傈 下 的 找 度 。 除 非 频 紊 等 于 1, 
并 且 假 定 的 形状 函数 是 模 态 振 型 之 一 (当前 情况 下 为 基础 模 态 ) ， 否 则 通过 上 
述 方法 计算 出 来 的 搁 度 将 与 假定 的 形状 函数 不 同 。 即 如 果 y(x) 是 真实 模 态 形 
tk, WA o 是 真实 频率 ， 则 在 mw*y(x) 的 载荷 作 用 下 的 找 度 曲线 将 是 ya). 
者 也 可 以 表述 为 ， 如 果 梁 承受 载荷 ma) HRN yao. KE, te 
定 的 形状 函数 是 真实 的 ， 通 过 比较 假定 曲线 yi1(x) 和 结果 曲线 yo(x) 上 任 一 点 的 
挠 度 ， 可 以 计算 出 频率 。 








ss yi (x) 

yy (x) 

因为 yi(x) 往 往 并 非 真实 的 形状 ， 如 果苗 要 更 精确 的 结果 可 以 从 结果 曲线 

J2(00) 开 始 重复 这 一 步骤 ， 由 此 通过 逐步 迭代 来 坎 近 精确 的 频 雍 。 这 一 过 程 有 可 

能 是 所 有 迭代 方法 的 曙 祖 ， 而 今天 各 类 迭 代 方 法 已 经 被 广泛 而 有 效 地 用 于 确定 

线性 和 非 线 性 问题 的 求解 。 该 过 程 的 算 例 可 以 参考 10.3 节 中 的 表 10-1 AU P rfl 
的 表 11-2 MK 11-3. 





(11-4) 











表 11-2 斯 托 多 拉 - 维 埃 内 罗 迭 代 法 一 一 第 一 次 


1 EEE 
inf lb db ji M/I slope 
386 
[ww | [son 
EXE  — [wwus 
[uw | sens. 
Lm [fos 
om] ania 
LEY EE ooo 
[uw ce 





3 336 0.0304 0.15 0.0046 0.0613 | 0.000182 0.001168 


2 0.0360 0.0036 MEN 0.0849 0.000221 I 0.000545 


0.0272 0.000402 


Pease [wu 

Tm pees[ [o9 are oro 

表 11-2 48 T 8 — VOR RR. 整个 梁 从 根部 到 端 部 被 分 为 10 段 ， 并 按照 
0 一 10 的 顺序 排列 了 11 个 点 。 荣 的 根部 位 于 点 0， 而 痛 部 位 于 点 10， 每 两 个 连 
续 点 具有 相同 的 间距 。 计 算 从 自由 端点 10) 开始 。 表 的 第 二 和 第 三 列 分 别 给 
出 了 蕉 面 的 转动 惯量 〈 二 次 垂 ) 和 质量 属性 。 第 四 列 给 出 了 假设 的 每 个 点 的 人 
移 向 量 。 第 五 列 给 出 了 载荷 值 my 。 第 六 列 给 出 了 从 自由 端 开始 的 剪 力 。 
ia eb abies tb: Sabana alee, 
ERAAN AA ERW ER. d s I A HE DT 
力 累加 得 到 。 而 斜率 的 计算 顺序 从 根部 开始 ， 点 0 的 斜率 的 计算 方式 与 点 10 
的 剪 力 计算 方式 类 似 ， 随 后 一 直到 自由 端的 每 个 点 的 斜率 由 前 一 点 的 值 加 上 
MWI 列 的 数值 得 到 。 在 将 自由 端的 挠 度 设 为 单位 值 后 ， 可 以 将 各 点 的 挠 度 进行 
归 一 化 并 获得 最 终 的 找 度 曲线 ， 

表 11-3 斯 托 多 拉 - 维 埃 内 罗 达 代 法 一 一 第 


IG) m(x) J= 
ini db jus 化 后 M/I slope yo! ya 
386 的 y» 


a T - -一 一 一 一 一 一 


XT oa 
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0.0225 | 0.000613 | 
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K 11-3 给 出 了 从 新 的 归 一 化 形状 开始 的 第 二 次 迭代 。 最 终 我 们 可 以 利用 
yyy 的 平均 值 ， 即 





BE PS ee -103x10* 、 113.79 
Ys (Ax) 24" 


由 此 可 得 o, 


0 
o = 22 = 1030  x113.79 =3530 


可 以 获得 频率 为 w = 59.41 rad/sec 或 者 567 cpm. 
11.3 3723€ ( Dunkerley ) 法 


ITE (Dunkerley) 中 进行 了 大 量 实验 后 推出 了 一 个 半 经 验 公 式 : 
NeW NE NE NE (11-5) 
其 中 ON. 是 完整 轴 系 的 临界 速度 ，N EER I FRE, N 是 仅 承 受 
LFR Wi 的 主轴 临界 速度 ，ANz NRR W 的 主轴 临界 速度 ，N3 

— € WV 的 主轴 临界 速度 。 

一 经 验方 法 的 主要 优势 在 于 每 次 只 需要 确定 在 时 一 载 人 三 下 的 主轴 固有 频 
率 ， Sf ence 11-5 非常 方便 ， 从 而 使 整个 过 程 非常 简单 用 高 效 。 所 有 
的 能 量 法 的 解 都 钞 在 回 有 频率 范围 的 上 限 ， 但 邓 死 沫 法 却 能 给 出 下 限 值 。 因 此 
人 们 可 以 利用 由 邓 克 沫 法 和 瑞 利 最 大 能 量 原 理 所 得 出 的 结果 的 平均 值 来 更 精确 











= 
地 估计 基础 固有 频率 。 


11.4 布 莱 斯 ( Blaess ) —— — 


HW (Blaess) “使 用 了 变形 功 法 则 来 证 明 邓 克 莱 公 式 。 他 采用 了 一 
转子 ， 上 面 带 有 一 些 附 加 质量 mi. mo. ce ad scil RM 
轴 的 临界 速度 ， 并 令 yi. …… 为 在 临界 速度 下 真实 弹性 曲线 e' 的 挠 度 〈 见 
图 11-2) 。 ea kth kd d o Pi = myk . P» 
Myka tre 。 在 这 些 惯性 力作 用 下 的 变形 功 ge 可 以 与 为 : 


些 惯 
p, - 13 (Rn + By +) =F(dimy? Jo, (11-6) 











图 11-2 计算 出 的 弹性 曲线 e 和 真实 弹性 曲线 e' 


如 有 果 仅 有 质量 mi 连接 在 假设 的 无 重量 主轴 上 ， 在 临界 速度 ol 时 的 挠 度 yi 
占据 主导 地 位 ， 由 此 可 得 : 








9, 2 Lm yoy (11-7) 
与 之 类 似 可 得 p = Tmjy,o; , 9, — m ysos MEE 。 将 这 些 结 末代 入 式 


11-6 可 人 得: 


Pau og E. Tes (11-8) 


o; Oy o o; 

图 11-2 © T EREE wi 时 的 真实 弹性 曲线 。 通 过 将 力 P'1 = myw” 
Val A KP 7 H, RIIE AAH = fA E Ba jfi pio NI 
到 对 应 于 or 的 曲线 ， 可 以 从 曲线 e 开始 在 质量 m2、m3、…… 的 作用 点 上 施加 
力 ， 力 的 大 小 从 零 一 直 增 加 Pov Py eee 。 随 后 移动 质量 mi 的 作用 点 并 将 其 
上 的 作用 力 从 Po 降低 到 Pl1， 从 而 让 最 终 的 载 合 与 初始 的 力 Pi, Poy cee 完全 
一 致 一 一 原本 也 应 当 如 此 。 这 些 力 所 做 的 功 都 可 以 由 图 形 中 小 的 三 角形 阴影 的 
面积 来 表示 。 显 然 这 些 面 积 都 远 远 小 于 01» 因此 可 以 说 Pi-P2 5035 ` ` " Oa 
TES SI SOAK SESE x: 

1 1 1 


| 
—— €: , 
cx op 2 o (11-9) 


E 
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11.5 哈恩 (Hahn ) RAFAT XD ERAAI 


哈恩 (Hahn) Pep xb oe SEZ Xm uEB E HIT Be AE, EERE Pi 
= myo. Pa = mayao . s HER BARE yis yo. tm 被 写 为 影 啊 系 数 ai 
的 多 项 式 : 





y =a” +P, ++ aP, 
= Q, P +a, P, +e +a, P. 
Yə 2141 2212 2n^n (11-10) 
Ve Ode uU s cpu 
将 PP 的 值 代入 上 式 可 得 : 
(a mo -D» +,’ y» tectam, y, —0 
Ay, MO y, T (an ma z Sa Qr, m, O y, -0 


GEND 


2 2 2 


如 果 要 让 上 述 方程 存在 有 限 的 解 ， 下 列 行 列 式 应 当 为 零 : 
(o mo = 1) a mao Us Qt, IH, OX y, 


2 2 2 
(THO) (anmo —l) :« &,m,@ 


D- -0 (11-12) 


2 2 2 
QM A mo e (mo 一 了 


我 们 可 以 将 这 个 行列 式 扩展 为 一 个 2n 阶 的 多 项 式 : 


D=D,0" — D, o? +--+ D,(-1 ^e +D,(-1)"" e +(-1)"=0 (11-13) 


n 


上 式 中 的 Di 可 以 表示 为 : 








D, 2 a, m, + om, o, m, (11-14) 
我 们 假定 这 个 无 质量 的 主轴 仅仅 承受 质量 mi。 则 由 式 11-11 可 得 : 
(e, mo -1)y, =0 CESIS 
因为 太夫 0， 我 们 可 以 得 到 仅 有 质量 m 时 的 临界 速度 。 
EE: 
eom am, (11-16) 


与 之 类 似 ， 可 以 得 到 : 


o; = ;3 = pe (IAI 








I 
Bn 动力 学 及 其 及 展 


—104— 
使 用 上 面 两 式 ， 式 11-14 可 以 被 简化 为 : 








] ] ] 
D, -——-——-ec 2 
1 ox wo o (11-18) 
对 于 基 频 可 以 忽略 高 阶 谐 波 ， 于 是 由 式 11-13 可 得 : 
D, =+ (11-19) 
于 是 式 11-18 RER F XB yu SE zo 
1 l 1 l 
-E ee ee ee ee T 
22 o? "E "E (11-20) 





邓 克 莱 法 最 伟大 的 价值 在 于 ， 它 可 以 利用 简单 的 单一 质量 和 主轴 模型 来 计 
算 承 载 多 个 质量 的 主轴 的 结果 。 因 此 它 在 旋转 机 械 开 发 的 早期 成 为 了 主流 的 工 
业 方 法 。 











11.6 HWRE (Holzer ) 法 


在 过 去 ， 在 设计 船舶 工业 的 传动 系统 时 遇 到 的 一 个 主要 问题 是 : SER 
线 运动 式 蒸 汽 友 动机 通过 联 轴 占 和 齿轮 驱动 具有 长 主轴 的 推进 费时 ， 会 产生 非 
芝 大 的 扭矩 波动 。 基 于 净 力 学 准则 设计 出 来 的 推进 占 轴 会 及 生 失 效 ， 而 当 设 计 
人 员 提 高 了 刚度 后 ， 失 效 发 生得 反而 更 快 了 。 在 第 一 次 世界 大 战 期 间 ， 和 信 们 猜 
测 计 算 传动 链 的 高 阶 扭 转 振 型 来 避免 共振 是 必要 的 。 然 而 在 当时 可 用 的 能 量 法 
和 经 验 法 则 都 只 对 低 阶 模 态 有 效 ， 而 对 高 阶 模 态 无 能 为 力 。 霍 尔 效 〈Holzer) 
在 1922 年 提供 了 一 个 表格 形式 的 数值 方法 来 同时 确定 低 阶 和 高 阶 模 态 ， 因 为 
其 简单 方便 ， 即 使 到 今天 这 个 方法 也 依然 非常 流行 。 

从 某 种 程度 上 讲 霍 尔 效 法 “ “是 斯 托 多 拉 法 的 逆向 过 程 ， 原 因 在 于 它 是 从 
假定 一 个 频率 开始 迭代 。 该 方法 可 以 非常 方便 地 用 于 仅 有 两 个 状态 量 一 一 转 窍 
和 挠 度 一 一 的 扭转 振动 。 不 仅 如 此 ， 该 方法 还 适用 于 具有 4 个 状态 量 一 一 拨 
度 、 笠 率 、 和 勇力 和 要 和 窍 一 一 的 弯曲 问题 ， 虽 然 人 们 还 要 再 等 20 多 年 才能 看 到 
X — vA AY ACE 

ER 11-4 HAR p— ^ edt - à 7] IX SES RR LY Pe S RRA, A 
研究 其 扭转 振动 ， 我 们 将 该 模型 简化 为 惯性 和 刚度 系统 。 通 过 假设 每 个 堆 
件 的 质量 惯性 窃 ， 我 们 可 以 获得 一 个 离散 系统 。 这 些 惯 性 部 件 之 间 的 扭转 刚度 
由 实验 或 者 计算 得 到 ， 在 模型 中 体现 为 离散 的 刚度 。 通 过 观 宗 系 统 惯量 和 最 小 
刚度 成 员 ， 我 们 可 以 确定 基础 频 识 的 近似 值 。 挠 度 为 零 的 市 点 应 当 位 于 点 10 
和 点 11 之 间 ， 因 此 我 们 可 以 将 所 有 的 惯量 施加 到 点 11 上 一 一 将 总 的 惯量 施加 
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到 最 小 刚度 成 员 的 一 端 并 将 其 与 其 余 的 部 件 连接 形成 一 个 转子 。 
如 表 11-4 所 示 ， 我 们 假定 频率 是 86 rad/s， 且 点 1 处 的 扭转 幅度 为 1 个 单 
位 ， 于 是 我 们 可 以 确定 自由 振动 的 一 阶 惯量 为 o0 = 11970, = 2735kgm"/s?. H 
点 1 和 点 2 之 间 的 刚度 ， 其 间 的 扭转 幅度 之 差 为 允 076 = 0.0171 。 接 下 来 我 








们 可 以 得 到 点 2 Ci=2) 处 的 扭转 幅度 和 = 0-00 = 0.9829， 并 且 依 次 


类 推 直 到 我 们 可 以 从 表 11-4 中 得 到 ， 在 点 12 处 > 10970-31750, ZARRA 
数值 精度 。 





表 11-4 柴油 机 车 的 传动 系统 一 一 假定 w = 86 rad/s 


x 和 
kem ws | | me |] 
mo | o ise n 
mes eonia mere — | | 
Fuss [Steere | | ooa Jor | so 
a] ome | — | | a 


17.4618 0.0016 


0.9153 Cyl 4 and 8 EE 0.7944 3377 33303 


0.8015 Cyl 3 and 7 E 0.7887 4676 38039 


0.8015 Cyl 2 and 6 l 0.7822 4637 | 42676 


0.9153 |  Cylland5 Ifo o 0.7749 5244 | 47920 


— 


N 


Go 


EN 


CA 


ON 


N 


oo 


Ne 


[wmm vem | — | wem [mee 
wqwwwe[sswermme| | oos — [zs [ewe 

0.032 0.7205 
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FE IK BIZ SES ESPANA, BAT AT AA SR A 25 9C E E ea ST HS 
首先 假定 一 个 频率 并 观察 模 态 形状 直到 其 满足 边界 条 件 。 访 方法 被 广泛 
用 于 确定 轴 、 叶 请 和 机 让 等 结构 的 扭转 振动 特性 。 在 瞧 尔 效法 问世 22 年 后 ， 
米 克 勒 斯 泰 德 (Mykelstad) 创造 出 了 一 个 类 似 的 方法 并 将 其 成 功 应 用 于 弯曲 
振动 ” 。 


11.7 cKyeS)HmTEÍB ( Myklestad ) 法 


如 上 节 所 述 ， 米 克 勒 斯 泰 德 (Myklestad) 法 全 “基本 上 追随 了 霍 尔 效法 ， 
它 在 早期 被 用 于 梁 的 弯曲 振动 ， 现 在 则 被 广泛 用 于 机 经 和 旋转 机 械 叶 片 的 分 
析 。 该 方法 问世 的 时 期 正 是 第 二 次 世界 大 战 即 将 结束 而 基础 科学 工作 开始 回归 
正轨 的 时 候 。 本 书 前 面部 分 曾经 提 到 第 二 次 世界 大 战 见 证 了 许多 关于 飞机 的 故 
事 ， 其 中 包括 奥 海 因 《〈Ohain) MEK (Whitte) 开发 的 喷气 式 发 动机 。 人 发 
动机 叶 所 是 一 种 分 布 质量 系统 ， 因 此 很 容易 利用 能 量 法 来 研究 弯曲 振动 的 动力 
学 问题 。 但 是 飞机 的 机 翼 是 一 个 由 主 粱 、 肋 、 长 杭 和 蒙 皮 组 成 的 离散 结构 ， 而 
不 是 连续 结构 。 因 此 有 必要 专门 为 这 类 结构 寻找 一 个 方法 来 确定 其 非 看 合 弯 曲 
振动 的 行为 。 霍 尔 效法 已 经 提供 了 对 只 具有 两 个 状态 量 的 扭转 振动 的 分 析 手 
段 。 米 殉 勒 斯 泰 德 则 提供 了 表格 方法 来 处 理 弯 曲 振动 中 的 4 个 状态 量 : DUE. 
RE BY AS HE 
BERKER, Ku ELA GE EBA THe HT MAS. S 
能 量 法 理论 上 也 能 够 用 于 高 阶 模 态 ， 但 人 们 需要 等 到 20 世纪 60 年 代 计算 机 出 
现 后 才能 真正 使 用 它们 ， 更 何况 早期 计算 机 的 性 能 还 很 落后 。 有 了 更 先进 的 计算 
能 力 后 ， 有 限 元 法 逐渐 取代 了 这 些 表格 法 和 能 量 法 一 一 当然 除了 我 们 之 前 提 到 过 
的 特殊 情况 ， 如 科 氏 力 的 问题 或 者 在 通过 临界 速度 时 的 加 速 振荡 问题 。 

我 们 考虑 一 个 巧 臂 染 ， 从 自由 端 开 始 在 距离 xi. Xo. cts Xn 和 xs 的 地 方 
4] AA Em. mo. c. ms mo WE m 和 mo 的 距离 由 三 表示 ， 质 量 mo 
和 ms 的 距离 由 疡 表示 ……: 。 梁 以 频率 w rad/s 振动 。 在 点 n NBA AU 23 5B HT EJ 
写 为 : 
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Sp -Y mya 

ne (11-21) 
M,- » mya (x -x,) 

=] 


米 元 勒 斯 泰 德 为 质量 Ma 和 maa LIBI] 7 RREA S 4 PASTA SE E: 
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e LE Al SE ER n LAST, ER 
n 处 相对 于 点 (n+1) 的 线性 挠 度 。 

e vr, Lx Ae [el XE ERR n LAS PSB, TER 
n 处 相对 于 点 Cn+1) 的 变形 角 。 

e dj 一 一 假设 染 固定 在 点 (n+1) b. MER n brK5z—^ | BALE, TE 


点 n 处 相对 于 点 (n+1) 的 线性 挠 度 。 
€ vw 一 一 假设 梁 固 定 在 点 (n+1) E, WEA n EARS PI, TERR 
n 处 相对 于 点 (n+1) 的 变形 角 。 
因为 两 个 质量 之 间 的 这 上 段 梁 被 假设 为 等 截面 的 ， 可 以 使 用 简单 的 惹 禹 梁 柑 
型 来 确定 上 述 系 数 。 而 与 霍 尔 效法 一 样 ， 可 以 从 点 1 开始 逐步 计算 冬训 a 和 
SER y, TRIN KAN: 


Qn — e x nV Fn —M Vy, 





(11-22) 
Y iE o pes ES jd -Mpd yt 
由 式 11-21 可 得 : 
Ou — Qn — Q^ Vg, >. m; y; 一 O Vy, >»: nm; y; (x; X, ) 
i B (11-935 


n n-l 
Val E s L0 IT 0 dy,» my, m 0 dy, y, (x, m xX, ) 


我 们 可 以 将 自由 端的 挠 度 设 为 y=1， 并 随后 由 边界 条 件 确 定 此 处 的 斜率 
pg。 站 点 nn 的 斜率 和 搁 度 可 以 写 为 关于 未 知 量 g 的 函数 。 
a, =h,- f, 
Vn = 8,- Ek, 
其 中 Ans fas Sn 和 是 独立 于 Gp 的 系数 。 由 点 1 Mb RA abs EE AT UJ, 
推出 这 些 系数 。 








(11-24) 


ó-h$-f —hc-l f=0 
l=g -kó—g, =l, 大 =0 
继续 推导 ， 米 元 勒 斯 泰 德 得 到 了 关于 he. fs. Sn 和 右 的 如 下 递归 关系 式 : 
h, = Pena) Vg ay Ka) Yaaa) 


k, = kc) 2 lay 7 dei ay Ka) -dy 
» 一 fo) Wr VE(n-1) CU "m VM(n-1) Gini) 


En = Efn-1) * E E d (s 4) O(n) = dy, Ga 


(11-25) 





(11-26) 
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其 中 
K,- > mo k, 
i=l 
n-l 
K, = >. LK; 
= (11-27) 
G, = »3 mo’ g, 
i=l 
n—l 
G, = > LG; 
il 
在 悬臂 梁 的 根部 ， 和 斜率 和 挠 度 为 : 
Ap = hg — 
r 7 ad fa (11-28) 
Yr = £g — Kr 


MIRA 11-28 PRA RS ar 7929, MERMERE = fr/hr。 于 
是 由 式 11-28 BY AGAR BB AY EEN yr = gr-kr(fr/hr)o RITENE ek ATIS DIET] pe E 
应 该 为 零 ， 所 以 如 果 这 个 数值 计算 的 结 采 超 近 于 堆 ， 则 之 前 假设 的 频率 c uL 
是 正确 的 。 否 则 和 需要 重新 假设 一 个 频 这 并 重复 这 一 过 程 直到 结果 收 钱 。 接 下 来 
举 一 个 例子 ， 表 11-5 中 给 出 了 一 个 巷 辟 梁 的 弹性 和 几何 属性 数据 。 

而 表 11-6 给 出 了 米 元 勒 斯 泰 德 法 的 步 又 ,假设 w=60rad/s， 可 以 得 到 y= 
flap = 0.007102 和 yr= gr-kr(fz/hr) = 1.79505-0.007102x255.088 = -0.0166. Hi 
此 可 以 推断 60rad/s 的 频率 过 高 ， 于 是 重新 设 频率 为 55rad/s FER EN TE 
过 程 ， 通 过 反复 插值 来 寻找 正确 的 频率 ， 直 到 获得 足够 的 精度 令 yr m 0. 




















表 11-5 一 个 悬臂 梁 的 弹性 和 几何 属性 
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表 11-6 AK ze SNA Be BRAG AIT A kns Kns Kn» Ans Qn: Gns G'n 和 fn 





3 ET 
Ron 和 | 天 = | kpx10° = A hy £n =8(n-) E = n = Ín = Sn-t) + 
is Sd ciem n 9 > YF(n-1)K(n-1) + | d F(n-1)0(n-1) wa VF(n-1)8(n-1) + 
T Vm(n-IK(n-1) | ^d m(n-1)0(n-1) Vm(n—1)O(n-1) 


“Un(n-1) Kon 1) 


Bem 9 e p 0 [or pom p rp 
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P = 0.007102 


8 


11.8 ”普罗 尔 ( Prohl ) 法 


在 米 克 勒 斯 泰 德 发 表 了 其 关于 机 翼 的 论文 后 ， 普 罗 尔 (Prohl) “也 发 表 了 
他 在 旋转 机 械 主 轴 计 算 上 的 研究 成 果 ， 其 使 用 的 方法 本 质 上 与 米 克 勒 斯 泰 德 的 
方法 相同 。 我 们 这 里 简要 介绍 一 下 相关 步 又。 对 一 个 完全 平衡 的 以 临界 速度 w 
稳定 旋转 的 转子 ， 其 中 心 轴 弯 曲 为 己 形 ， 则 其 控制 微分 方程 与 梁 是 相同 的 。 由 














此 可 得 : 
2 
EI T-M (11-29) 
2 
= ua y (11-30) 
HK ou 是 每 单位 长 度 的 质量 ， 其 单位 是 Ib-sec^/in? , 如 果 主 轴 被 分 为 多 个 轴 
上 段 ， 上 和 面 的 方程 可 以 写 为 : 
dy | [Ax E 
(2 )-(&)w.. (11-31) 
(S. = (ue Ax) y, CLIE 32) 


其 中 Ax 228 EPTFE, Mave 和 Vav 分 别 是 该 段 的 弯 矩 和 挠 度 的 平均 
值 。 普 多 和 尔 利 用 霍 尔 效法 计算 出 扭转 振动 的 固有 频率 。 然 而 ， 过 曲 振动 涉及 4 
个 积分 (而 不 是 两 个 ) ， 且 需要 处 理 边 办 条 件 ， 这 些 都 增加 了 问题 的 复杂 性 。 
SEM WR S EP: 








dM _ E 
um e (11-33) 
在 每 一 个 质量 点 到 处 ， 剪 力 的 有 限 变 化 为 : 
AV =mo’y (11-34) 


假设 在 计算 开始 左 端的 勇力 为 Vo. BEN Mo. REA 0o. REN yo. FA 

于 质量 mo 引起 的 惯性 力作 用 在 点 0 ARER SBS IAB, AU EB 1 上 的 
B7 万 可 以 表示 为 : 

V =V, +m’ y, (11-35) 


c E 
E TR 





M 
Bol EN Sse Mi 为: 


M, = M, * V, (Ax), ene 
从 距离 轴 段 1 £in x WED, BEN: 
M -M 
M =M,+———x (11-37) 
" (Ax), 


第 一 个 轴 段 的 斜率 0 为 
9=— | “Max +c 
EI), 0 





i MM 2 (11-38) 
= Le AO 

= (Er), D (A3) 5 fra 

Rn co FE PAR ST HB. ZR WAG BIGEE y: 


7=| bdr+e 
0 
] M, -M, "E (11-39) 
Gn M "UU ue i Mo 
1 
M, M, 
si 5 04 ia 
(11-40) 


n= 5( e+ S as ta (Ax) +, 


其 中 Pi=(Ax/ED1。 现 在 可 以 推出 轴 段 2 AY BY 7] RU ex 2 AES) SS AR J: 
V, =V, + moy, 
M,-M,-V, (Ax), 
轴 段 2 WSK a, AT UPS PIRES 0; MRR y,。 依 次 重复 这 一 过 程 后 
可 以 获得 如 下 的 通用 关系 式 : 
V =V +m, o y, , 
M, =M, +V, (Ax), 


M M 
0, =B,| 2 ae (11-42) 


(11-41) 











=e 
在 其 文章 中 ， 普 多 和 尔 将 分 析 延 伸 到 转盘 的 转 劲 惯量 计算 ， 并 且 对 汽轮机 转 
子 所 谓 的 “陀螺 效应 〈Gyroscopic Effects) ”进行 了 研究 (而 米 克 勒 斯 泰 德 仍 
然 关 注 于 飞机 结构 ) 。 即 使 在 今天 的 计算 机 时 代 ， 这 两 个 方法 在 结构 和 转子 动 
力学 领域 仍然 有 广泛 的 应 用 。 
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B 阵 法 


在 一 个 自由 振动 系统 中 动能 和 势能 可 以 分 别 表示 为 关于 速度 信和 坐标 q 


zm 
ER. 


WJ TST RTT TE. FE Ay DAE IE WA is OP eA Ma f d d zzz 





论 。 开 始 考虑 如 下 一 个 具有 三 个 广义 坐标 的 问题 。 
aud, + apqq; + did d, + 
Pas 151904) + Ay Gy + 439993 + au = it = J =1,2,3 


e -- A 
131934) t 05 Q4Q, t 03. 


bid tb5quq +4394 + 


l ae 
U= 5| nd2di a by; 十 39293 + b; = 6,31 = J =1,2,3 
bigd + badd + 4; 


其 中 的 两 个 行列 式 : 


和 


分 列 是 动能 7 了 和 势能 U 的 判别 式 。 
我 们 使 用 式 10-52 的 拉 格 天 日 方程 可 以 得 到 窍 阵 形式 的 运动 方程 : 





(12-1) 


(12-2) 


(12-3) 


(12-4) 
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A, Ay dg [d bı b, 53 |} 4% 
Ay, ay 03 |19 rtiby ba baliat =O C1255) 
d3 d 034 | (ds b bs bs | lg 


上 去 可 以 与 为 : 





[aKa + [B ]a}=0 (12-6) 
H RARR AN EERE, OB) AR 73 WI EER. IERM ÆR AE 
HE FIJI 12-6 中 可 得 : 





或 者 (12-7) 
{4} +[C] {gq} =0 
其 中 [C] 被 称 为 动态 矩阵 。 现 在 我 们 希望 做 一 个 线性 变换 ， 令 


qı Oi; By A3 | | 
QP;(—|U5 CU» Qz 15% (12-8) 
q3 3; A. 433 (7 





并 将 其 代入 式 12-7， 我 们 希望 得 到 : 
h a 0 0 [in 
5S0 o) 0 in:-20 
E i A o (12-9) 
^ 0 0 oc in 


Pro ne eL23 
由 式 12-7 和 式 12-8 可 得 : 
[e+[CjleJso 
或 者 (12-10) 
6 [a] [clle]{r}=0 
比较 式 12-9 和 式 12-10， 我 们 希望 得 到 的 线性 变换 矩阵 为 ; 


O, 0 0 
[e] Tc][e] =| 0 o 0 (12-113 
0 0 o 


在 上 述 过 程 中 ， 我 们 选择 一 个 矩阵 [a] 对 矩阵 [CQ] 进行 共 线 性 变换 ， 从 而 形 
成 一 个 对 角 和 矩阵 。 西 尔 维 斯 特 (Sylvester) 在 1852 年 就 证 明了 对 正则 坐标 的 变 
换 永远 是 一 个 实 变 的， 所 有 的 根 都 为 实数 。 这 种 变换 是 多 上 自由 卢 振动 系统 模 态 
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分 析 的 基础 ， 因 此 现在 经 常 被 用 于 确定 系统 的 自由 或 受 迫 振 动 的 动力 学 响应 。 
现在 可 以 推导 我 们 所 熟悉 的 矩阵 正 交 条 件 了 。 对 于 谐振 动 ， 式 12-6 可 被 
改写 为 : 
o [A]}}q} =[B]{a”! (12-12) 
Hp gO. GPR o 关联 的 模 列 。 同 样 我 们 可 以 给 出 与 频率 o 相关 联 的 
1:871 (q^. 
o; [4]|a'^ | - [5] |a (12-13) 
T4 (aU 4s EARE 12-12， 并 将 {9 中 的 转 置 左 乘 到 式 12-13， 我 们 可 
以 得 到 : 








oj (qi [4]{a")| ES (gy [B}{q""| (12-14) 


oj Ta [4]]4? | = Ta [B]. (12-15) 
A E ERIR Pe Se Pe EY IRI SET, HIE BELA AB BB] 
FIT PR FE BE, 3X 12-14 ABA: 
wo, {go} [A] {gl = [gr [3]{a") (12-14a) 
用 式 12-15 WEI 12-14a， 可 以 得 到 : 
(o; - e? La) 
因为 or ee, Sd: 
(49V La] (a - (49 四 fo =o (155193 
Xo BE Js BOTT PIT RAS HI] FE BE 1E 20 A TIE e 
运动 方程 的 矩阵 形式 和 特征 值 的 数值 解 对 工程 师 们 非常 有 用 ， 他 们 可 以 用 
其 来 确定 系统 的 动力 学 特征 。 然 而 ， 在 计算 机 时 代 来 临 之 前 这 些 和 矩阵 法 还 不 够 
实用 。 因 此 工程 师 们 转 而 去 开发 许多 图 形 或 表格 方法 来 确定 转子 的 最 重 要 的 频 
率 一 一 基础 模 态 频率 。 而 当 旋 转机 械 变 得 越 来 越 庞 大 且 和 柔性 更 加 突出 时 ， 在 设 
计时 必须 要 考 碟 更 高 阶 的 模 态 ， 于 是 例如 堆 尔 效法 等 适用 于 高 阶 频 率 的 方法 被 
开发 出 来 。 在 这 一 领域 绝 大 多 数 的 研究 成 果 来 日 于 一 些 组 织 ， 例 如 英国 内 燃 机 
工程 研究 所 (British Internal Combustion Engineering Research Institute) ， 他 们 
发 表 了 许多 非常 有 价值 的 数据 资料 " “下 。 该 领域 还 有 许多 杰出 的 教科 书 可 
供 参 考 ， 其 作者 包括 比 埃 泽 诺 (Biezeno) 和 格 莱 美 尔 (Grammel) H, PH e m 
E] (Den Hartog) “以 及 铁 木 辛 哥 (Timoshenko) "!, 


|| 
© 


(12-16) 
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12.1 扭转 振动 系统 


使 用 牛顿 第 二 定律 或 者 达 明 贝尔 原理 可 以 直接 设置 扭转 振动 的 运动 方程 。 
下 面 我 们 给 出 一 个 传动 系统 的 实例 ， 该 实例 来 自 于 本 书 作 者 过 去 的 研究 工 
作 ” “。 该 传动 系统 的 相关 数据 如 表 12-1 所 示 。 








表 12-1 一 个 近 端 耦合 扭转 系统 


rma TY 
部 件 描述 部 件 描述 MNm/rad 


Sleeve Spring 0.33 
; 
Shaft upto Cyl. 8 5.9817 
: 


Shaft Cyl 8 - 7 4.5794 


4 Cyl. No. 7 0.5482 
Cyl. No. 6 0.5482 
6 Cyl. No. 5 0.5482 


Shaft Cyl 7 - 6 4.5794 


CA 


Shaft Cyl 6 - 5 4.5794 


Shaft Cyl 5 - 4 4.5794 
; 

Shaft Cyl 4 - 3 4.5794 
: 


Shaft Cyl 3 - 2 4.5794 


[ 
I 
E 
5 


HER AGAR (Jacobsen) MEIE CAyre) "讨论 过 具有 n 个 质量 〈 且 其 约束 


E | 
B TR 


Shaft Cyl 2 - 1 4.5794 


Shaft Cyl 1 to Flywheel 3.6871 


Vulcan Coupling 0.0882 


Generator Shaft 2.1966 


V 


= 
Bi AAAI AY RSH) Hl el. BRATS ve i A ee A iah Fe B1 
He d I) AIIE M 77 D SE SEIL BE B RE, P IS Je eB To PE LIE R E o 
表 12-1 中 给 出 的 例子 具有 13 Site m), EMIS, ASAE Hil 
方程 可 以 写 为 : 








LÖ +kð -ko0,=0 
1,0, -kð +(k, +k, ) 0, —k,0, =0 


(12-18) 
1305 + kG, tk0, -0 
将 其 写成 矩阵 形式 : 
[M ][0] - [0] » 0 (12-19) 
其 中 质量 和 刚度 矩阵 分 别 是 
L 
Í, 
[M | = L 
L x 
k, -k, (12-20) 
—k, k +k, —k, 
[K | = —k, k, +k, —k, 
wa Ss 
一 乒 ， kiz 


对 自由 振动 来 说 ， 式 12-19 的 解 可 以 写 为 如 下 的 特征 值 问题 : 
0 =O,cospt  i-L2,-:,13 
L[&]- p^ [a] fe) =0 (12-21) 
[K]- P [M] - o 
对 表 12-1 中 的 系统 ， 其 13 个 (N=13) 特征 值 和 13x UN. 个 关联 模 态 可 以 
由 下 面 的 模 态 矩阵 来 表述 : 


Ol € O,; . Oy 
0» O, O; vix Ov 
[O]=| ©, © O04 .. Oy (12-22) 


Oy, Oy. Oy, . Ow 
在 20 Em Br, Ce YT] ay 3 2 fn UL xe RU fL OR RARE DE THU Tex. 1221 
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和 模 态 形状 式 12-22 FEM. HORDE, LH CERE ICA n] VAR BE 4 x 4 FY 
阵 ， 于 是 雅 各 布 琳 和 艾 雅 “设置 了 一 个 系统 ， 其 具有 5 个 刚度 (nk) 和 4 
个 质量 (m~m) ， 其 中 两 端的 ki M 态 航 固定 在 地 面 上 ， 由 此 可 以 得 到 下 面 
的 目 由 振动 系统 控制 方程 : 














o 
PB 
A 
B 
PS NUN 


-0 (12-23) 
0 0 -k, d, 
其 中 
d, =k, +k, -mo 
d, =k, +k, - mo’ 
di cu (12-24) 


d, = k, + k, mo 
d, = k, +k, - mo 


4 X 12-23 中 的 行列 式 等 于 零 ， 可 以 获得 固有 频率 方程 : 





d -k 0 0 
-k d, -k 0 
A= =0 12-25 
0 -k d, —k, i i 
0 -k, d, 


B] 
d d d,d, -(k?d;d, +h dd +k; dd,) kk? =0 
设 频 率 z=w”AK/m)， 上 式 可 以 被 写成 无 量 纲 的 形式 : 
z -Gz +07 -0z +0, =0 (12-25a) 





其 中 


k m mh ns m, 


C. =m (8st „hth h+k, Ath) 
kik +kk o, ok, + haley + kelly ksk + kiks + ksk; 


C= m mnm, m,m, m.m, 
i K| (ktk bth) (k +k)(k +k) (k, +k )(k +k) 
mm, mMm, mM, m,m 





jPA 
E TR 


ee 


kk ok, + ek, + ke | kakaka + kskaks + sk, + ksk,k; 


m m m,m, m, m,m, 
Ci DFES 
k " (ki +k, )( Kk, + kk, + ksk; ) " (k, +k, (Kk, + hak, + kk, ) 
m,m,m, m,m,m, 
C. - m! | ly lesk, + ks k ks + Sk kk + ke kk, + kk k, 
° k’ m m,m, m, 





现在 的 问题 就 是 如 何 求解 多 项 式 12-25a 的 根 。 


12.2 AMPARAR 


在 第 11 P EPA TRE T JS FH STIL S BOTA RE AB vu SE ZS 
MEME nex. Al 12-1 中 显示 了 一 
统 《〈 一 个 桨 的 侧 同 振 动 ) 。 





图 12-1 远 端 耦合 系统 
使 用 式 11-10， 我 们 可 以 将 图 12-1 桨 的 振动 表述 为 : 


Qn I X, + 04m» X, 十 … 十 Q0 mX, +x, =0 


æ mX, + Ay m, X, +...+A,,M,X, +X, =0 


CQ TX, + AMX, t o Ot mx, +X, =9 


我 们 还 可 以 定义 如 下 的 影响 系数 矩阵 。 
Oi Ay Qn 
[a] _ C21 €» Aon 
An O2 Qin 


\ 式 的 过 程 ” 


AGRAR 


(12-26) 


一 120 一 
并 且 得 到 如 下 的 特征 值 问 题 。 





[e] Kä + [7] {x} =0 (12-27) 
rh 12-27 实际 上 与 式 12-19 相同 ， 我 们 将 它们 放 在 一 起 比较 : 

M 一 | I = 

[l)e [aT = T 


[M |i x} +[K] {x} =0 
PRIM, ÆA NLRA RZB XIR s RB ME [a] SK AN RIL e 
于 是 雅 各 布 森 和 艾 雅 中 将 矩阵 方程 式 12-27 进行 了 展开 并 得 到 了 如 下 的 具有 4 
个 质量 的 远 端 耦合 系统 。 












































l 
Q= Cs CaM; iaia 
w 
1 Ay 
mM nM, 一 2 zM, 4M4 X 
2 
=(0 (12-29) 
04 04 04 zelo. OQ, M X3 
31/7 32h 33/1 22 34M4 
X, 
24M, Op, 43M, Qaam, 一 一 5 
w 
y > AA E: AJ ^ ` 
将 上 式 展 开 可 以 得 到 一 个 频率 的 多 项 式 : 
4 3 2 1 0 
1 1 1 1 1 i 
EI sA EI -B 3 E BE +D ME —( (12 30) 
w w w w w 
其 中 
A =m + AM, 十 033713 Qnm, 
a.m Qm a.m Qm a.m, Qm 
11% 12/N, 117% 13 11775 14M4 
B= + + 
Qm Um, (Gh 034m; Qa QC, 
OI, QM, M Qm, Om, n 33M, | Gm, 
人 
CLII Qmm, Oum, (Om Gm, oum, 
C -|a,m, Qm, QGm,-t|G,m, Qm, Qm, 
Oil — Qa, | O44] (Ou OY, AgyMy 
Oh Qz, QM] (GI, Om. — Q4m, 
Cm am Ou m4 | Om, Oum, — 04m, 
Qa AgM, Cala (GM ^ Oum. Oum, 
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CM qo SuSE. Calla 
A Doo. oai. sto 
QUU] 0M, 034m, — 04TH. 
Gym Con agM; 44M 
尽管 在 今天 去 求解 多 项 式 12-252 和 式 12-30 可 以 说 是 小 事 一 桂 ， 但 在 计 
算 机 时 代 来 临 前 却 非 常 困难 。 所 以 在 当时 人 们 还 必须 寻找 其 他 方法 来 计算 这 些 
多 项 式 的 根 。 


D 


12.3 连续 逼近 的 格拉 菲 ( Griffe ) 方法 


两 位 数学 家 一 一 壬 德 林 (Germinal Pierre Dandelin) 和 格拉 菲 (Karl 
Heinrich Griffe) 独立 进行 研究 ， 分 别 在 1826 年 和 1837 FRH TREL 
项 式 方程 的 根 的 方法 ““。 罗 巴 切 夫 斯 基 (Lobachevsky〉 则 在 1834 FRIT 
该 方法 的 主要 思想 。 在 计算 机 问世 之 前 ， 访 方法 一 直 被 用 于 确定 一 维 结构 的 扭 
He CDI) MEH Orma) 固有 频率 。 

这 里 我 们 针对 一 个 四 阶 多 项 式 ， 并 假定 该 多 项 式 只 有 实 根 。 











GZ -GZ +6,2° —ez +coz =0 (12-31) 
RAPSARAAA ri. r2. ril ra, MJIN 12-31 可 以 被 等 效 为 : 
(z-n)(z-n)(z-n)(z-n)-0 (12-32) 
展开 该 式 可 得 : 
4 3 2 
z—(Kt+H+K4+4)2 -(n5 nno nn tpn nnt nn)z 一 
(12-33) 
(ia Hin t nnn + nnn )z  nnnn =0 
因此 有 : 
cs =1 
Queer s Prey, 
C, — hb, Y nh TED, THR THA Th (12-34) 


CI HN ERRA THB THN 
Co — hb nn, 


4 r4 > 73>r>r1， 我 们 可 以 获得 对 最 小 和 最 大 的 两 个 根 的 粗略 近似 : 
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C 
ne 
C 
(12-35) 
aA 
MM" 
现在 令 每 个 根 之 间 的 差距 增 大 ， 即 令 rax rmm WEB 12-34 可 得 : 


C4 71; 
C3 Ya, HILDE ra c3; 
C2 rara, BIERI ram eyes 
ci Z 721314， 由 此 可 得 oram eve: 
Co X Norra, Bit n] fS rim eo/eie (12-36) 
A, An 4 SEAR AERA, mill PENA. Vix 
4 个 根 可 以 用 式 12-36 来 近似 表达 。 
首先 我 们 验证 这 4 个 根 的 平方 会 如 何 影 啊 新 的 多 项 式 方程 的 系数 ， 而 这 一 
新 的 多 项 式 方 程 的 4 个 近似 根 的 系数 可 以 通过 式 12-36 获得 。 令 多 项 式 有 4 个 
纯 虚 根 ， 且 其 数值 与 式 12-31 的 实 根 相同 ， 则 有 : 





(z+n)(z+»)(z+n)(z+n)=0 (12-37) 
将 式 12-32 与 式 12-37 相 乘 可 得 : 
(2 -r \(z? -r (2? -r (2? -17) =0 (12-38) 








我 们 得 到 了 一 个 新 的 多 项 式 ， 其 根 为 原 多 项 式 的 根 的 平方 。 式 12-38 可 被 
写成 与 式 12-32 相同 的 形式 : 


(Z-R,)(Z-R, )(Z-R, )(Z —R,) =0 (12-39) 
式 12-37 对 应 的 多 项 式 方程 为 : 
C,2°4+6,2° t ez t ez rez =0 (12-40) 
其 中 的 系数 与 式 12-33 中 相同 。 将 式 12-31 与 式 12-40 相 乘 可 以 获得 天 于 
z 或 Z 的 新 多 项 式 : 
c4 Z^ -(c -240 Z^ + (c — 2eqe, + 26,6) Z? - (c? -2c,aJZ' +c; Z 20 (12-41) 
也 可 写 为 : 
C,Z* -GZ +Z -C,Z'+C,Z° =0 (12-42) 





上 式 与 式 12-39 是 等 效 的 。 现 在 我 们 可 以 采用 由 雅 各 布 森 和 艾 雅 “给 出 的 
EAR, 并 在 表 12-2 中 给 出 结果 。 


转 
E 动力 学 及 其 发 展 





=A 


xx 12-2 Z -4.4502 + 5.93337 - 2.3667z + 0.200 = 0 的 解 


TT" I TI 
OD p sm um em [em EC vam 
TI em r1 r9. re 
se [ee [ae T 
ee LLL 
Tres Eom pem [| wm [emn a [emm] vos 
[Epes | reel 91 ree 
Te Hber PL 
TP wh e T 
> [ean [om qoe: v [sn | oa [enn er 
e| ppee] | [poser |  ppe 
LI EIL rr L- 

SL if | fe | if | T 
[rese ars [em | sew [own [| ws [wan [e 
ae] [pmew[ pese] [pee] [jew 
SI fem | er HH e 
qq fe ff o 
| fase - o [cs omen ov) [e | wn | [es^ 
sp| pem sw [amar] —[[ew 
SL ppm Hec 
{i | foe | if ft 
a [een [ [aene [ass OE [woo - [2 [emen [e 


该 方程 的 4 TAR AA 0.1147, 0.4915, 1.539 和 2.305. 


12.4 FERIA 


尽管 在 没有 计算 机 的 时 代 求 解 大 规模 的 特征 值 问 题 非 常 困 难 ， 但 窍 阵 迭代 
YA 03 73 d 29] [E] RR IJ SA f OE S 26 HH B B xm s XIX (Duncan) 和 科勒 尔 
(Collar) “开发 了 这 样 一 个 矩阵 法 ， 其 核心 思想 是 对 第 112 节 中 斯 托 多 拉 - 维 
埃 内 罗 法 的 一 次 延伸 。 

此 处 我 们 重用 一 下 式 11-10: 











一 124 一 
Y= MF + Q).h tet Anh, 


Ya = Ay Fo + Ay hy t tab 


Yn = Qi 有 + Qt; P n IE 


对 以 频率 o 振动 的 固有 模 态 来 说 ， 力 P; = myo”, FÆR 11-10 可 被 改写 





uA 
y =O (moy, tm AY t "+M, 05, y, ) 


nd 
Yı =O (ma, y, + IM, Ay Vy +++, QV, ) 


(12-43) 
Jo =o (ma); tH A, Vo Tema, ) 
将 其 改写 为 如 下 的 矩阵 形式 : 
^ Qj Qn c &, jm 0 0 O0 y 
Xt co On c7 Gy, || O m 0 O0 y 2 
= (n 0 0 0 (12-44) 
Vin An An? e O un 0 0 0 m, Yn 
即 
- o [allM 
b= [a spas 
Ue [v] 
其 中 [四 为 动态 矩阵 。 


我 们 沿用 斯 托 多 拉 - 维 埃 内 罗 迭 代 法 来 研究 一 个 由 斯 坎 兰 〈Scanlan) 和 罗 
森 鲍 姆 (Rosenbaum )“ 提供 的 例子 ， 这 是 一 个 固定 在 机 身 中 点 且 长 度 为 240 
EFAIL. AAMER 7 个 点 分 为 6 段 ， 每 个 点 的 位 置 分 别 在 机 身 中 点 CO 
英寸 处 ) 、16、50、100、140、180 和 220 英寸 处 ， 整 个 机 翼 的 影响 系数 矩阵 
和 质量 矩阵 被 离散 为 : 


2 
|l 68 
25 204 790 
[a] 2107 vm inb 


36 322 1260 2255 
47 445 1725 3255 5000 
57 561 2200 4270 6900 10000 
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E 动力 学 及 其 发 展 


c1297 


0.648 
M|= “/ 
| | 0.249 Ib.sec /in 
0.181 


0.104 


BS Ja A [U] = [a][M] FE 
y,) [3.10 15.73 16.20 896 851 5.93 ]fy, 
y| [17.50 9724 132.19 80.18 80.55 58.34 ||y, 
107 |», | 138.75 291.722 511.92 313.74 31223 228.80 ||y, 
wo |y,| |55.80 460.46 816.48 561.50 589.16 444.08 ||y, 
ys| | 72.85 636.35 1117.80 810.50 905.00 717.60 || y, 
y| | 88.35 802.23 1425.60 1063.23 1248.90 1040.00 |y, 
迭代 过 程 非常 清楚 : BEA EAA dU I8] S rn ZR — P TGSEMA CR fec» 3 
4 Ac. AM AS p FE p] tet Jes E ZY A ELE T 08] Es PAE aR TS AY SE [8] ETE 73 
假设 值 重 复 前 一 过 程 ， 直 到 结果 收敛 为 止 。 这 一 过 程 与 11.2 节 中 的 斯 托 多 拉 - 
维 埃 内 罗 法 是 一 样 的 ， 但 此 处 因为 避免 了 绘制 图 形 的 误 莽 从 而 可 以 获得 更 高 的 
我 们 可 以 从 一 个 归 一 化 的 檬 态 形 状 开始 ， 即 机 中 末端 上 共有 一 个 单位 找 度 ， 
并 假设 模 态 形状 向 量 为 : y; = 0.01. y2 = 0.06. y3 = 022. y4 = 0.43、ys = 0.69 
和 yg — 1.0。 第 一 步 迭 代 的 结果 为 : 
y,)° [310 1573 1620 8.96 851 5.93 1f0.01]™” [ 202 

















y» 17.50 97.24 132.19 80.18 80.55 58.34 | 0.06 183.5 
107 | 9 38.75 291.72 511.92 313.74 312.23 228.80 ||0.22 793.1 
o ya ~ | 55.80 460.46 816.48 561.50 589.16 444.08 |10.43|  |1299.9 
Vs 72.85 636.35 1117.80 810.50 905.00 717.60 || 0.69 1975.4 
Ve 88.35 802.23 1425.60 1063.23 1248.90 1040.00 | | 1.0 2721.6 


7 
由 此 可 以 得 出 频率 的 第 一 个 近似 值 为 o = 3 = = 60.61 rad/s. 


1 98 RERE p] ee ET 0H — 5, FRI BT EA XE ERR, BE 
的 结果 在 表 12-3 中 给 出 。 
10’ 


经 过 第 三 次 迭代 可 以 得 到 频率 o = 58.77 rad/s. 
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表 12-3 cKWE— BIB) OG HIA EO I e 


10^ 
a 2721.6 2924 2895 


12.5 #3 fH (Priebs ) 法 


X 12-19 的 求解 在 今天 基本 上 已 经 这 无 问题 ， 但 在 计算 机 时 代 来 临 之 前 处 
理 大 于 三 个 或 至 多 四 个 点 的 矩阵 就 已 经 是 极限 了 。 直 到 20 世纪 六 七 十 年 代 ， 
研究 人 员 仍 然 在 研究 如 何 有 效 利 用 矩阵 法 来 求解 振动 问题 。 

设 定 了 运动 的 控制 方程 后 可 以 很 容易 描述 特征 值 问 题 。 理 论 上 我 们 可 以 通过 
类 似 于 式 12-7 的 矩阵 相 乘 方法 对 式 12-25 或 式 12-30 进行 处 理 来 推出 频率 方 
程 ， 但 是 当 点 的 数量 超过 4 个 时 ， 获 得 多 项 式 形 式 的 频率 方程 本 身 就 非常 困难 。 
如 果 我 们 能 够 获得 多 项 式 频 率 方 程 ， 可 以 利用 表 12-2 中 演示 的 格拉 菲 法 。 普 莱 
布 斯 (Priebs) “提供 了 一 个 方法 来 为 多 自由 度 系 统 设置 多 项 式 频率 方程 。 本 书 
作者 “ 则 使 用 了 该 方法 来 求解 如 下 的 悬臂 梁 扭 转 振 动 问题 。 

由 式 12-18 可 以 获得 第 i 个 转子 的 运动 方程 : 

1,0 +k, (6-8 .)-&4(6-0,,)-0 (12-46) 
P i BRAIRE N: 


























m, = k, (8, , — 6,) (12-47) 
于 是 式 12-46 4E: 
1,0,+m,—m,,, =0 (12-48) 
4-0, - G,cosot, m,=M,cosat Ñ Z ^ o^, "f UA SJ: 
M,,2M,*L9,Z 
M, (12-49) 


c E 
B TR 
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在 目 由 端的 第 0 个 转子 处 有 Mo = 0, fElllsEXmH O0, =0， 可 以 依次 推出 各 





转子 的 转 矩 和 运动 方程 如 下 。 
M, =1,0,Z 
Mi 
0,20,- — 
k, 





M, x M, T 149,47 





O, = 0,17 A =0 


RATEI DAE FERE B) d A Fe T IRIE S A BY EIA TU 
M, =0,(4:Z) 


M, = (4,,Z - AZ? | 


M, =0, (4nZ Age Aly, Lu 


和 

G =0(1-B2) 

6, - 6 (1- BZ + ByZ’ ) 

O, = O (1— Bu Z  B,oZ re(-1) d 
由 式 12-50 和 式 12-51 可 以 得 到 : 


A, — 1, 

Ay =A, +13 Ay = HB, 

Ay = A, t Di 4, = Ay t DB; As = DB, 

Ay = Ay th; Ay = 4 + LBi; As = As DBp A4 = LB, 


(12-50) 


612-512 


(12-52) 
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A 
B = 
A A 
B3, = B m By; S 
A A A (12-53) 
B4 = By "y By = By P By D 
Ay, A A A 
By = By += EO ; Ba = By Ps B; = By + [E ; Bs, “a. 
为 了 简化 数值 计算 我 们 可 以 在 选择 参考 值 1* 和 k* 后 将 惯量 和 刚度 写成 
无 量 纲 数值 ， 由 此 可 得 : 
I k 
=— All k =< (12-54) 
和 
A Sd 
A (12-55) 
21 k, ki ke 21 E 
由 式 12-51 可 以 推出 : 
* \2 x XM 
0, =6,|1- BY, ZE + BZ E) eee gr (12-56) 
k k k 
RẸ 
em à 1- B, 6 +B MUS. qe … 十 (一 1)" Baa (12257) 
fen C= ZI k 
B Je n] DA eS EI] DRT PES EV: 
E Bs +B Mr ipt ss Dy Bus -0 (12-58) 


AW R-TAA S PM 
h = 1.36x10? Ib.in.sec? 
I, = 1.3610 ° Ib.in.sec? 
I, = 1.3610 ° Ib.in.sec? 
I; = 1.36x10? Ib.in.sec? 


I 
Bn 动力 学 及 其 及 展 


k 
k, = 
k 
k 


ERI Al RE A es 3E s 

| = 5.4054x10* Ib.in./rad 
5.4054x10*^ Ib.in./rad 
= 5.4054x10* Ib.in./rad 
4 = 5.4054x10* Ib.in./rad 
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I= 1.36x10? Ib.in.sec? k; = 5.4054x10^ Ib.in./rad 
Wt I* = 10? Ib.in.sec^ fl k* = 10° Ib.in./rad, 5X 12-58 中 的 系数 可 由 表 12-4 
来 确定 。 获 得 的 频率 方程 为 : 
1—2.787051¢ +1.413019¢7 —0.255203£^ + 0.018925¢* — 0.000492¢° =0 





A 12-4 普 莱 布 斯 (Priebs) 法 对 多 项 式 频 率 方 程 系数 的 计算 方式 


5 A 


l í i i ; Bs4— | Ass'- I4” 
mure) ew] — e| ^| 
上 式 可 重 与 为 : 
C —38.47C° +518.71C° —2871.9967 + 5664.74¢ —2032.52 20 
由 12.3 WA SP 28 AY Fi dr EVA n] WK f 1 & IM i 的 根 为 ri = 0.4556. 


3.1800. 7.7510. 11.8740 和 15.2190. Ha =5— dn C. 得 到 的 固有 频率 分 别 为 
TU 











3398. 8975. 14000. 17350 和 19650 cps. 
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12.6 MERRER ERZ (Holzer ) 法 
ETT rimi e mS 
11.6 HP ZA A ER ZK (Holzer) 法 在 20 世纪 40 年 代 首 次 引入 了 传递 矩 
阵 形 式 ， 而 后 者 使 得 该 方法 更 适 于 计算 ， 这 是 该 方法 在 历史 上 的 一 次 非常 重要 
的 进步 。 传 递 怎 阵 可 以 对 各 个 点 之 间 的 状态 量 进行 必要 的 转换 。 我 们 采用 下 
面 的 一 个 仅 有 两 个 状态 量 的 简单 例子 来 澳 示 如 何 使 用 传递 息 阵 形式 的 霍 尔 兹 
法 二 。 将 一 个 离散 集中 质量 弹 往 扭转 系统 从 点 i-1 到 点 i 的 传递 方程 写成 如 下 


的 矩阵 形式 。 
8|" |1 Licey? 
i “lo € dw] 
Mj; lo 1]|(MJ;, (12-59) 


(5); =[F] {9} 
其 中 状态 量 从 点 i1 的 右边 到 点 i MO ZA I d A TB TELF]; 
来 实现 的 。 与 此 类 似 ， 两 个 站 点 间 质 量 的 传递 是 通过 一 个 点 矩阵 [P]; 来 实 


现 的 。 
o | 1 ole 
Mj, |-mo' l|(MJ, (12-60) 


将 上 面 两 式 合并 ， 可 以 得 到 如 下 的 传递 矩阵 [7 
人 























tr} {s} (12-61) 
OL di i-l 
ZN 中 
l 1 
d = ü (12-62) 
"T«r mo 





K li 
现在 我 们 采用 和 12-1 LAR PR AR RB HRH e ERE EER AE e 
SAC B Bri SL RA AERP 开始 将 其 转换 到 点 2， 并 持续 该 过 程 
直到 男 一 个 自由 端的 点 12《〈 在 该 点 需要 满足 边界 条 件 ) 。 整 个 过 程 中 可 以 构 
建 如 下 的 总 体 传递 矩阵 ， 在 计算 中 我 们 假设 的 频率 为 c = 86rad/s。 


E 
辆 | 动力 学 及 其 及 展 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 055 ss 














—=19 


Ir] [P] - 1 6.2539 x10? 1 0| | 0.9829 - 
or 5390 0.9904 -2735.3 1| |-424714 - 


1  36.4033x10*% || 10.9829 -| [ 0.8283 - 
unt. 09 0.9834 ons “|| as i 


5.8584x10° || 0.8283 -| [ 0.8012 - 

1044.76 0.9939 -4265.] -| |—5462.74 — 
0.9572x10 ^ || 0.8012  —| | 0.7959 

—5462.74 —| | -27985.3 — 

0.7959 — 0.7043  — 

—6769.34 0.9996 279853 —| |-3336246 — 


A 


—28296.36 0.9729 
0.7943 : bos 


um 
IM La 
im] «d P 0.5727x10° 
uum 
uum 
um 


-5927.72 0.999 -33362.46 —| |-38037.8 

IT] - 0.1699x10° || 0.7887 - ul 0.7822 

i 5927.72 0.999 —38037.8 —| |—42674.84 
rr], —-1 0.7822 Hl 0.775 | 
: —6769.34 0.9988 -42674.84 —| |-47920.88 - 


01416x10*|| 0.775 -| [| 0.7682 - 
—24741.22 0.9965 —47920.88 —| | —66026.84 — 
— 1 0.7682 | 0.0501 


Hn 3 0.9533 —66926.84 —67 144.7 


T 
Timos cenae Loe- 
i 


| (12-63) 


CEN —99668.5 —0.0695 —67 144.7 —324.4 


isl - e teri, He 12-64) 


ee Tj = -324.4， 与 之 前 的 传递 矩阵 相 比 ， 该 数值 非 
第 接近 于 零 。 所 以 86rad/s 是 一 个 接近 于 真实 值 的 固有 频率 。 现 在 我 们 可 以 设 
ml — 个 单位 ， 并 开始 重复 使 用 式 12-61 来 获得 模 态 形状 。 
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12.7 (iB FER ACSA HK Te ARE ( Myklestad ) — 
汤姆 森 ( Thomson ) -普罗 尔 ( Prohl ) 法 一 一 
针对 远 站 耦合 系统 

对 一 个 xz 平面 内 的 具有 离散 点 质量 的 梁 来 说 ， 可 以 将 其 状态 向 量 、 找 
度 、 斜 率 、 杰 和 矩 和 前 力 在 各 点 之 间 某 个 场 的 传递 方程 写成 一 个 类 似 于 在 近 端 丰 
合 系统 中 的 形式 。 首 先 针 对 长 度 为 己 的 第 了 个 场 ， 可 以 将 其 前 力 VLRUESAE M, 
的 关系 式 写 为 ; 














Ve, dm 
(12-65) 
M;, = My, tV, 


之 后 令 站 后 的 勇力 为 VY， 弯 算 为 M， 可 以 推出 站 点 i ER SRR 
系 式 。 











y MU yr 
2EI pu Aiea 
_ MI , VI 
El 2Eli; 
现在 可 以 写 出 从 点 i-1 到 点 i 的 搁 上 度 和 斜率 的 传递 关系 : 
L T 1? 2 
Maie -0 1 — M, "AED Veit Sep 
/ p (12-67) 
R R i 
8 = 6 — MEP * TET 
3X 12-65 和 式 12-67 可 被 写 为 传递 矩阵 形式 : 
RUE AE r 
=W 2EI 6EI||7W 
alea A dee 
M, ET A vu M, (12-68) 
e i Vz i-l 
00 0 1 


人 
与 之 类 似 ， 我 们 可 以 写 出 点 的 传递 矩阵 : 


E 
B TR 


- [1 0 0 olf(-w]* 
0| | 0 100/98 
M, 0 01 0/4, (12-69) 
Vj, [mo 0 0 1 万 | 


(sj, -[P iS]; 
于 是 可 以 获得 整体 的 传递 年 阵 关系 ; 





(85; =[P], {5}, - [PE] Sa =[7],{S};, (12-70) 
ZN 中 
r P 
! l 3H 而 
[T], = EI 2EI Gara, 
0 0 1 ] 
T opo mæ l mal 
2EI GEI 


我 们 将 一 个 航空 友 动 机 叶 乒 假设 为 一 个 具有 5 SSR. Xe 12-5 给 
出 了 其 评 细 数据 。 


表 12-5 具有 5 个 集中 质量 点 的 悬臂 染 ， 固 定 端 为 虑 0 rn E3 E373 F3 5 


假设 œw = 8950 rad/s， 我 们 可 以 获得 5 个 染 和 质量 单元 的 传递 矩阵 。 


l 0.04 0.2449x10 0.326610” 
[r] = 0 l 0.1225x10° 0.2449x107 
i 0 0 l 0.04 
35.9885x10° 14.3954 x10? 0.8816 1.0117 
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1 0.04 0.5206x10™” 0.6942x10” 
tr] = 0 1 0.2603x10? 0.5206x107 
i 0 0 1 0.04 
27.991x10° 11.1964x10° 1.4573 1.0194 
1 0.04 0.1428x10° 0.1905 x10? 
ir], = 0 j 0.7143x10? 0.1428x10° 
: 0 0 1 0.04 
19.9936x10° 79.9743x10° 2.8562 1.0381 
1 0.04 0.6614x10° 0.8818x10™ 
[r] = 0 1 0.3307x10~ 0.6614x10° 
0 0 l 0.04 
11.9962x10° 47.9846 x10* 7.934 1.1058 
1 0.04 0.1786x10™ 0.2381x10™ 
t] - 0 1 0.8929x10? 0.1786x10™ 
: 0 0 1 0.04 
39.9872x10? 15.9949x10^ 71.4067 1.9521 
总 体 的 传递 矩阵 为 : 
人 
—w 191.612 11.977 0.4366x10* 0.4649x10° || 0 
O |  |10.0429x10' 633.222 0.224x10? 0.2394x107 || 0 
0| |14255x105 — 9235x10' 3.143 03319 ||M, 
0]. |92.8663x10’ 59.3422x10* 209.698 22.1226 E 
由 此 可 推出 : 
3.143 0.3319 
(e) =-00651~0 


209.698 22.1226 

FE TERRI SAAB VEHIT Pe Po IE ha he It FP ETI AN 
衡 响应 等 。 本 书 作 者 和 萨 玛 (Sarma) -还 曾 将 传递 矩阵 法 用 于 瞬 态 旋转 分 
Wr. PEXÉABPETESERU E RR eure T E TIVE IRR) Xe fcfe] ERER, mH. 
EAS pe SB PE B AUS ER IS DER PR IIT TAS ES Hl ICE RIZ VERE RT BE IR VE 
及 17 x 17 的 窍 阵 规模 ， 因 而 在 采用 计算 机 时 只 需要 非常 少 的 内 存 。 因 此 该 方 
法 在 计算 机 时 代 的 早期 经 常 是 被 优先 选用 的 方法 。 
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12.8 关于 计算 机 和 进化 


一 位 著名 的 物理 学 家 卡尔 。 萨 根 (Carl Sagan) "得 出 过 这 样 的 理论 一 一 
人 类 的 进化 是 与 人 类 转 体 之 外 的 活动 相关 的 。 地 球 已 经 形成 了 约 50 LF. J 
Be. AH AUER TE 30 亿 年 前 出 现 ， 其 每 个 单 体 细胞 中 的 DNA 碱 基 对 
中 包含 的 基因 信息 大 约 是 3x10°~3x10° 位 (bits) 。 原 生动 物 出 现在 大 约 10 
亿 年 前 ， 其 基因 信息 达到 了 10 位 。 生 物 进化 过 程 第 一 次 出 现 大 脑 是 在 一 亿 五 
千 万 年 前 两 栖 动物 出 现 的 时 候 ， 其 基因 信息 也 是 10 位 ， 但 其 大 脑 的 信息 容量 
MAA 3x10? 位。 在 一 亿 年 前 压 行 动物 出 现时 ， 其 躯体 和 大 脑 细 胞 的 信息 容量 
均 达 到 了 破 纪 录 的 10° f. 6000 万 年 前 哺乳 动物 出 现 ， 其 大 脑 的 信息 容量 提 
升 到 接近 2x10" ”位 ， 但 是 其 躯体 细胞 的 基因 信息 仍然 保持 与 爬行 动物 相近 的 
ACE, BB 104. 250 万 年 前 人 类 从 哺乳 动物 中 进化 出 来 时 保持 了 接近 的 躯体 
细胞 基因 信息 容量 ， 但 是 其 大 脑 高 达 10 ”位 的 信息 容量 将 其 从 哺乳 动物 中 区 
分 出 来 。 因 此 可 以 说 信息 时 代 本 质 上 是 从 人 类 进化 出 现时 开始 的 。 

疏 行 动物 出 现 后 动物 驱 体 细胞 的 基因 信息 似乎 到 达 了 极限 。 而 人 类 出 现 
后 ， 大 脑 的 信息 容量 似乎 也 到 达 了 极限 ， 这 可 以 归 因 于 女性 倪 腔 的 容积 限制 了 
新 生 儿 的 最 大 可 能 的 大 脑 尺 寸 。 

拥有 了 较 强 的 大 脑 ， 人 类 得 以 在 生存 过 程 中 从 事 一 些 哎 体外 的 活动 ， 例 如 
驯养 动物 和 种 植 农 作物 。 同 时 为 了 将 信息 传递 给 后 代 ， 人 类 开始 采用 一 些 其 他 
手段 ， 例 如 绘制 狩猎 的 壁画 和 书写 经 书 ( 如 印度 的 员 陀 ) 。 在 大 约 公 元 前 
5000 一 公元 前 4000 年 ， 开 始 出 现 文字 的 锥 形 。 而 距 今 大 约 4000 SE gif FH 3E till 
成 的 纸 莎 章 纸 开始 被 用 于 记录 信息 。 中 国人 在 约 公 元 前 100 年 一 公元 150 年 的 
这 一 期 间 发 明了 我 们 今天 所 知道 的 造纸 术 。 水 车 出 现在 公元 前 100 年 ， 风 车 则 
是 在 公元 700 年 左右 出 现 。 突 然 间 ， 人 类 的 信息 量 开 始 变 大 ， 但 制作 书 的 成 本 
仍然 非常 之 高 ， 公 元 800 年 时 在 西班牙 一 本 书 可 以 换 两 头 母 牛 。 而 到 了 公元 
1400 年 ， 一 本 有 关 药 的 书 被 卖 到 半 七 司 黄金 。 这 种 情况 一 直 持 续 到 了 公元 
1445 年 ， 当 时 活 版 印刷 术 被 引入 欧洲 ， 大 幅 提 升 了 书 的 印刷 效率 并 降低 了 其 
制作 成 本 。 到 了 公元 1450 年 ， 印 刷 效 率 达 到 了 一 天 300 页 ， 而 到 了 公元 1700 
年 ， 单 台 机 器 每 天 就 可 以 印刷 1250 页 。 

更 有 效 的 知识 传播 促进 了 科学 昔 命 以 及 之 后 在 公元 1780 年 开始 的 工业 单 
Mo AJ 1870 年 打字 机 问世 ， 在 同一 时 代 中 法 拉 第 〈Faraday) 发 现 了 电磁 感 
尔 斯 (Morse ) 创造 出 电信 技术 ， 贝 尔 (Alexander Graham Bell) 于 
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的 发 展 也 是 进化 过 程 的 一 部 分 ， 它 能 够 帮助 人 类 收集 、 储 存 和 提取 信息 。 

te Eb GL (The Electronic Numerical Integrator And Computer, ENIAC) 是 
第 一 台 通用 的 电子 计算 机 四。 它 最 初 是 用 来 为 美国 陆军 的 弹道 研究 实验 室 计 算 
火炮 的 火力 表 ， 而 且 可 以 被 重新 程序 化 以 便 处 理 全 面 的 计算 问题 。 它 曾经 被 人 
们 视 作 “巨型 大 脑 ” 出 现 的 预兆 ， 它 比 当时 最 快 的 继电器 计算 机 快 1000 倍 的 
速度 也 曾 被 大 肆 宜 传 一 一 这 在 当时 是 计算 能 为 的 飞 路 。 如 此 强大 的 数学 计算 能 
力 ， 加 上 可 以 通用 的 程序 ， 计 算 机 的 问世 让 科学 家 和 工程 师 们 欣喜 奉 狂 ， 虽 人 然 
他 们 逐渐 意识 到 继续 对 本 章 所 讨论 的 一 些 方法 进行 产业 化 开发 已 经 不 再 那么 重 


要 。 


从 1952 年 到 20 世纪 60 年 代 ， 国 际 商 用 机 器 公司 CIBM) 的 700 和 7000 
系列 计算 机 相继 问世 。 第 一 代 的 700 系列 使 用 的 是 真空 管 ， 而 后 来 第 二 代 的 
7000 系列 采用 了 唱 体 管 。 这 些 计算 机 并 未 使 用 任何 软件 ， 而 是 期 望 工 程 师 们 
目 己 写 程 序 。 但 很 快 ，IBM 为 新 开发 的 高 级 编程 语言 一 一 例如 Fortran Tt 
供 了 编译 占 。 工 程 师 们 开始 写 计 算 机 程序 来 直接 求解 ， 而 不 是 使 用 之 前 提 到 的 
许多 表格 或 数值 近似 方法 。 

随 看 其 有 大 内 存 和 并 行 计算 能 力 的 高 速 架 面 计算 机 的 出 现 ， 能 够 处 理 大 规 
模 算 阵 的 商业 化 求解 费 在 市 场 上 出 现 了 。 在 前 处 理 和 后 处 理 技术 的 帮助 下 ， 这 
些 求解 器 彻底 改变 了 我 们 处 理 具 有 数 百 万 单元 的 有 限 元 矩阵 方程 的 方式 。 突 然 
间 我 们 具有 了 处 理 高 应 力 集 中 问题 的 能 力 ， 而 不 再 依赖 于 安全 系数 和 材料 强 
度 。 于 是 材料 强度 方法 一 一 曾 被 用 于 取代 来 自 科 学 音 命 期 间 的 经 典 弹性 理论 
一 一 突然 间 失 去 了 市 场 ， 不 再 被 用 于 复杂 问题 的 分 析 。 而 经 典 弹 性 理论 以 及 与 
其 相关 的 变 分 原理 和 能 量 法 一 一 作为 现代 有 限 元 法 的 基础 一 一 突然 则 又 变 得 适 
用 了 。 随 后 人 们 回 到 了 弹性 理论 并 且 开 始 答 试 为 不 同 的 应 用 推导 有 限 元 法 ， 上 所 
有 这 一 切 都 发 生 在 过 去 短 短 的 20 年 中 ， 并 且 让 后 者 在 现代 设计 过 程 中 取代 了 
表格 法 和 传递 矩阵 法 的 地 位 。 


参考 文献 


1. Biezeno, C.B. and Grammel, R. (1939) Technische Dynamik, Springer Verlag. 
2. Den Hartog, J.P. (1940) Mechanical Vibration, McGraw-Hill Book Co. 
3. Duncan, W.J. and Collar, A.R. (1934) Solution of Oscillation Problems by 


c E 
E TR 












































=A 
Matrices, Philos. Mag., vol. 17, p. 866. 


. Goldstine, H.H. and Goldstine, A. (1946) The Electronic Numerical Integrator 


and Computer (ENIAC). Reprinted in The Origins of Digital Computers: 
Selected Papers, Springer-Verlag, New York, p. 359. 


. Hahn 1918 Note sur la vitesse critique et la formule du Dunkerley, Schweiz. 


Bauztg., vol. 72, p. 191. 


. Householder, A.S. (1959) Dandelin, Lobachevskii, or Gräffe? Amer. Math. 


Monthly, vol. 66, p. 464. 


. Jacobsen, L.S. and Ayre, R.S. (1958) Engineering Vibrations, McGraw-Hill 


Book Co., New York. 


. Nestorides, E.J. (1958) A Handbook of Torsional Vibrations, Cambridge 


University Press. 


. Pipes, L.A. (1946) Applied Mathematics for Engineers and Physicists, McGraw- 


Hill Book Co. 


10. Priebs, R. (1962) Ein einfaches Rechenschema zur Aufstellung der 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 
16. 


17. 
18. 


19. 


Frequenzgleichung eines an den Enden freien Drehschwingers, Ing. Archiv, vol. 

80, no. 2, p. 14, 

Rao, D.K. and Rao, J.S. (1974) Computer Programs for Predicting the 
Torsional Vibration Characteristics of Diesel Engine — Driven Sets, Garden 
Reach Workshops Ltd., 43/46 Garden Reach, Calcutta. 

Rao, J.S. (1964) Vibration of Cantilever Beams in Torsion, Journal of Science 
and Engineering Research, vol. 8, part 2, p. 351. 

Rao, J.S. and Bhaskara Sarma, K.V. (1987) Transient Analysis of Rotors by 
Transfer Matrix Method, ASME DE-Vol. 2, p. 545. 

Rao, J.S. and Gupta, K. (1999) Introductory Course on Theory and Practice of 
Mechanical Vibrations, New Age International. 

sagan C, (1988) The Dragons of Eden, Random House. 

Scanlan, R.H. and Rosenbaum, R. (1951) Introduction to the Study of Aircraft 
Vibration and Flutter, MacMillan. 

Sylvester, J.J. (1852), Philos. Mag., vol. 4, p. 138. 

Thomson, W.T. (1949) Matrix Solution of Vibration of Non-Uniform Beams, 

ASME Paper 49 A-11. 

Thomson, W.T. (1953) A Note on Tabular Methods for Flexural Vibrations, J. 


=138 = 

Aero. Sci., vol. 20, p. 62. 

20. Timoshenko, S.P. (1955) Vibration Problems in Engineering, D. Van Nostrand 
Co. Inc. 

21. Wilson, W.K. (1949)Practical Solution of Torsional Vibration Problems, vol. 1, 
John Wiley & Sons. 

22. Wilson, W.K. (1949) Practical Solution of Torsional Vibration Problems, vol. 2, 
John Wiley & Sons. 

23. Wilson, W.K. (1965) Practical Solution of Torsional Vibration Problems, vol. 3, 
Chapman and Hall. 





E 
辆 | 动力 学 及 其 及 展 / 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0555 ss 


i 第 13 章 


A m OU 4 


预见 到 计算 机 所 能 市 来 的 可 能 性 之 后 ， 工 程 界 将 注意 力 转 到 了 对 复杂 的 弹 
性 和 结构 分 析 问 题 进行 直接 求解 上 ， 而 不 再 依赖 于 近似 的 材料 强度 法 。 这 一 转 
变 最 终 使 得 工程 办 摆脱 了 对 安全 系数 法 的 依赖 ， 并 且 从 很 大 程度 上 减少 了 未 知 
因素 ， 从 而 大 大 提升 了 设计 的 精确 性 。 这 就 是 有 限 元 法 的 意义 一 一 它 引 入 了 仿 
真 拉 术 提 升 了 预测 的 准确 性 ， 从 而 减少 了 代价 蜗 昂 的 原型 试验 和 成 品 实验 。 

















fe ^K JE REX (Alexander Hrennikoff, 1896~1984) 一 一 一 位 俄罗斯 裔 的 加 
拿 大 工程 师 一 一 被 许多 人 认为 是 有 限 元 方法 的 主要 创始 人 ”。 而 库 朗 (Richard 
Courant, 1888~1972) 一 一 一 位 德 裔 美国 数学 家 和 工程 师 一 一 曾 被 认为 是 有 限 








元 方法 之 父 …“"。 尽 管 这 两 位 先驱 使 用 的 方法 角 然 不 同 ， 但 他 们 的 本 质 思 想 是 
一 致 的 ， 即 将 一 个 连续 场 通过 网 格 离散 化 成 一 系列 离散 的 子 域 〈 通 常 被 称 为 单 
T) 。 今 天 这 两 位 大 师 都 被 公认 为 是 现代 结构 有 限 元 方法 的 开创 者 。 

在 瞧 尔 尼 科 夫 的 研究 中 ， 他 采用 了 一 个 格子 对 连续 场 进行 了 离散 化 。 而 库 
明 则 在 研究 一 个 圆 简 的 扭转 问题 时 ， 采 用 了 三 角形 的 有 限 子 区 域 来 划分 连续 
场 ， 并 对 这 些 子 区 域 求解 二 阶 椭圆 型 偏 微 分 方程 。 库 朗 的 贡献 应 当 说 是 带 有 进 
化 的 性 质 ， 因 为 其 研究 在 很 大 程度 上 利用 了 之 前 瑞 利 (Rayleigh), HR 2% 
(Ritz) Alwiv4 (Galerkin) 的 研究 成 果 。 

对 有 限 元 方法 的 开发 始 于 20 世纪 50 年 代 中 期 ， 其 目的 是 对 飞机 的 框架 结 
构 进 行 分 析 。 而 为 这 些 开 发 积蓄 动力 则 应 当归 功 于 20 世纪 60 年 代 阿 格 里 
斯 CArgris, 1913~2004) 在 斯 图 加 特 以 及 元 拉夫 (Clough) 在 伯克利 所 做 的 
工作 。 在 元 拉夫 的 研究 中 ， 他 引用 了 被 他 称 之 为 “ 阿 格 里 斯 法 ”的 有 限 元 法 ， 
并 且 将 阿 格 里 斯 在 1954 年 的 文章 称 之 为 结构 力学 领域 有 史 以 来 最 重要 的 著 
E. EIRA (Tumer) 等 人 一 起 提出 了 一 个 刚度 计算 方法 “后 不 久 ， 克 拉夫 
正式 创造 了 “有 限 元 (Finite Element) ”这 一 词汇 。 
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“ NASA《〈 美 国 国 家 航空 航天 总 署 ) 公布 了 开发 有 限 元 软件 NASTRAN 的 需 
求 方案 。NASTRAN 的 方法 构建 在 由 斯 特 朗 〈Strang) MEW (Fix) 提出 的 
一 个 严格 的 数学 基础 之 上 … ， 并 在 之 后 被 通用 化 成 为 应 用 数学 的 一 个 分 支 。 
这 些 数 学 方法 后 来 被 用 于 对 一 系列 工程 学 科 进 行 物理 系统 的 数值 建 模 ， 这 些 学 
科 甚 至 包括 电磁 场 和 流体 动力 学 。 

一 些 重 要 的 有 限 元 方法 都 是 在 四 五 十 年 前 才 被 开发 出 来 的 ， 而 随 着 过 去 二 
三 十 年 来 计算 机 的 普及 ， 它 们 迅速 流行 起 来 。 在 这 些 方法 的 发 展 过 程 中 ， 许 多 
旧 的 程序 都 逐渐 被 商业 软件 所 将 代 ， 尽 管 后 者 当中 有 一 些 甚 至 只 有 不 到 10 年 
的 历史 ， 但 它们 真正 改变 了 工业 界 。 人 今天， 有限 元 法 是 如 此 普及 以 至 于 许多 年 
轻 工 程 师 都 以 为 它 已 经 存在 了 数 个 世纪 一 一 这 种 误解 有 点 像 许 多 年 轻 人 想当然 
地 认为 他 们 的 祖父 都 知道 移动 电话 那样 。 有 限 元 法 的 贡献 是 显而易见 的 ， 工 程 
师 们 可 以 通过 仿真 进行 快速 设计 从 而 大 幅 缩 短 产 品 投放 市 场 的 时 间 。 然 而 在 使 
用 有 限 元 法 的 过 程 中 ， 许 多 陷阱 却 往往 被 忽略 了 。 年 轻 的 工程 师 们 倾向 于 盲目 
信赖 商业 软件 的 计算 结果 ， 即 使 是 稍微 资深 的 工程 师 也 由 于 过 于 依赖 仿真 手段 
而 丧失 了 从 工程 基础 开始 设计 的 能 力 。 这 种 倾向 带 来 了 许多 问题 。 

我 们 应 当 记 住 这 一 点 一 一 有 限 元 分 析 结 果 的 质量 取决 于 单元 的 设计 和 选 
择 ， 而 各 种 不 同类 型 单元 中 内 含 的 假设 却 往 往 被 忽略 或 者 误解 了 。 除 了 更 快 地 
处 理 大 量 数据 ， 在 工程 问题 中 计算 机 不 会 创造 魔术 般 的 奇迹 。 而 计算 机 处 理 数 
据 的 方式 也 取决 于 人 的 指令 。 所 以 工程 师 必须 理解 相关 有 限 元 程序 的 原理 及 其 
内 在 的 假设 和 局 限 性 。 

早 在 17 世纪 ， 和 牛顿 、 欧 拉 、 伯 努 利 、 拉 格 明 日 和 哈密 顿 等 人 就 已 经 建立 
了 有 限 元 法 背后 的 基本 科学 和 工具 能 量 法 和 变 分 原理 。 随 着 旋转 机 械 在 
19 世纪 末 的 大 发 展 ， 瑞 利 、 里 效 、 迦 辽 金 和 斯 托 多 拉 等 人 开始 将 这 些 能 量 法 
用 于 确定 临界 速度 ， 但 因为 当时 能 量 法 无 法 提供 实用 的 算法 来 应 对 具有 应 力 集 
中 和 不 连续 的 结构 ， 他 们 不 得 不 利用 当时 唯一 实用 的 经 典 近似 方法 一 一 材料 强 
度 法 来 确定 结构 的 应 力 和 应 变 场 。 然 而 当 计 算 机 问世 之 后 ， 工 程 界 通过 采用 有 
限 元 法 又 逐渐 回归 到 基础 的 能 量 法 。 当 然 这 一 过 程 不 仅 限 于 结构 分 析 本 喘 ， 许 
多 其 他 物理 领域 ， 例 如 流体 、 电 磁 等 ， 也 经 历 了 类 似 的 过 程 。 

接 下 来 我 们 将 引用 一 些 简 单 的 结构 有 限 元 构 型 来 解释 其 快速 的 发 展 过 程 。 
因为 有 限 元 法 在 近年 来 的 快速 发 展 ， 其 基础 原理 在 市 场 上 有 许多 教科 书 可 供 参 
考 。 本 章 的 内 容 将 致力 于 展示 工业 界 从 材料 强度 法 回归 到 基本 科学 和 结构 有 限 
元 法 的 转换 是 如 何 发 生 的 。 
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13.1 € 单元 


在 图 13-1 中 我 们 将 一 个 给 定 的 梁 离 散 为 一 个 位 于 局 部 坐标 系 92 PU 
限 单 元 ， 其 拥有 两 个 节点 ， 分 别 为 节点 1 和 节点 2. TUR BS RE 0 303 P 8807 
向 为 正 。 节 点 的 斜率 根据 右手 法 则 沿 逆 时 针 方 向 为 正 。 与 之 类 似 可 以 确定 弯 
AE M, 和 前 力 信 的 方向 。 





图 13-1 在 局 部 坐标 系 下 的 一 个 简单 的 梁 单 元 


根据 弹性 理论 ， 我 们 假设 染 的 模 同 位 移 是 一 个 满足 控制 微分 方程 的 三 次 多 
项 式 。 此 外 ， 要 注意 位 移 的 三 次 形状 函数 在 两 个 证 点 处 还 必须 满足 挠 上 度 和 斜率 
的 连续 性 条 件 。 





WL) =axX c aX, c aa, (13-1) 
由 市 点 1 处 的 边界 条 件 ， 我 们 得 到 : 
V(0) =v, 2a, 
dwW0) . (13-2) 
di =D = 


由 节点 2 处 的 边界 条 件 ， 我 们 得 到 ; 
WL) 2 9$, =a L +a, +a, +a, 


(13-3) 
TO - 6, =3a L +2a,L +a, 


于 是 式 13-1 中 的 形状 函数 可 被 写 为 : 


2 ] 3 ] 
TEES 1 36 _syilog ig 
(X) E 1 吉 (A +6.) ë -2 (V, BRE Aê) E 
+ $$, 


因为 有 4 个 边界 条 件 ， 我 们 可 以 将 所 选单 元 的 目 由 度 表 示 为 : 


woad o R 


A 13-4 现在 可 被 写成 矩阵 形式 : 
$=[N]{d}=[N N, M, Nl] 
其 中 Ni 被 称 为 形状 函数 : 
N, = 708 -38 L+ L) 
N, = GL -2x' E - £D) 
N, = l (cae -3£^L) 
L 

N, = GL -£L) 


由 式 10-23 可 以 获得 系统 的 应 变 能 : 


--EL. {å} [[5] [B]{d}as 
0 
SN rH 
[B] -| Ns Nou Ns Ness 

H 

Nes 7,028 - 6L) 

A “+ (63 - AL) 

Naa CO 4- 6L) 

n "SRL - 2I) 


由 式 10-75 可 得 : 





转 | 
ET BIATSRRAARE 07 0 0 0 00st 


(13-5) 


(13-6) 


(13-7) 


(13-8) 


(13-9) 


(13-10) 





QU T ee 
—;-EL |[B] [B]|4} dt =F (13-11) 
dd} 
B Js 33641] n] EARS ER 7G BI ERR FR : 
Ni ss 
f A 
[Š] =EL | ENS. Nog Ns ss N, s (dî 
0 N; ss 
Na z 
(13-12) 
12 6L -12 6L 
_ EL, 4L -6L 2L 
CX 12 -6L 
AD 
sym 


AERIS E+ Re Be, HB AIT. MP 2 处 承受 一 个 点 
2j P. 则 有 : 


|K]i4j = 
12 6L -12 6L |[w 0 
EI 4D -6L 2L ||, 0 
r 12 -6L||w[| |P 
AL | | | 0 


我 们 应 用 如 下 的 边界 条 件 。 





12 6L -12 6L |{0 0 
EI 4L -6L 2D ||0 0 
B 122 -eL|w[ |P 

AL |i, 0 
3 | ME W 
p AL |o, 0 
由 此 得 到 如 下 两 个 等 式 。 
I2EI | 6EI 
po Ww ee 
GEI  4EI 
E CAR 


于 是 可 以 得 到 自由 端的 斜率 和 搁 度 : 


wod o R 


3, 
(p» 2L 
P 
per- = 
3EI 
可 以 看 到 ， 即 使 仅 有 一 个 单元 ， 我 们 也 可 以 得 到 准确 的 基 臂 染 闪 部 的 挠 度 


和 形状 函数 。 
2 l 3 3 l 2 
vo) | E60) P 20) ez) i 


T E E En 
t 一 十 








D3EI LL 2EI DL3EI L2EI 
_ Px — (7x - 9L) 
— 6EI 
X] — 4 ee ER UR. 正确 的 关系 式 为 ?= P oe 3L). fE9mub, BU x=L 


处 ， 由 有 限 元 法 获得 的 挠 度 与 精确 解 相 等 。 而 挠 度 函 数 也 是 一 个 具有 相同 阶 数 
的 多 项 式 ， 在 单元 的 两 端 也 有 正确 的 数值 。 但 在 固定 端 和 自由 端 之 间 由 单个 有 
限 元 得 到 的 挠 度 函 数 会 有 误差 ， 该 误差 来 源 于 对 形状 函数 的 近似 假设 。 
接 下 来 我 们 考虑 多 个 单元 装配 的 例子 ， 考 虑 一 个 两 端 固定 的 染 。 它 具有 两 
个 被 连接 在 一 起 的 单元 ， 形 成 一 个 如 下 的 系统 刚度 矩阵 。 
VW QP Vy Ds V3 P; 
12 6L -12 6L 











AP -6L 2r 
~、 EI 24 0 -12 6L 
[K] = = z 
L $8 -6L 2L 
12 -6L 
AL? 


Foe AR CA2) 处 承受 载荷 P， 则 边界 条 件 为 : 


E1[24 0 |f] [P 
B|o sP2|$] |0 
24EI 
DB 





v, — 09g, =P 


0v, += fy =0 > 4, =0 
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FE RAN rp ss Ab 75 2A BE US fa R IE EU AE, IH xe ECTS Ex 2L IRI BS pe BE BRL 2E RS 
AR ASIA Za. DRG BOER AR, dE 1n] EX TESS HRS. rf 
每 个 单元 仍然 共有 同样 阶 数 的 多 项 式 ， 这 些 单 元 组 合 起 来 后 可 以 令 这 一 近似 系 
£ft HJ fg 7c DR X8 Jr E SEE o 


13.2 1t$J (Tocher) 的 三 角形 板 单元 


考虑 图 13-2 中 局 部 坐标 系 内 的 三 节点 单元 ， 上 节点 都 具有 3 个 自由 
度 ， 其 关系 由 式 13-13 给 出 。 























1(0,0) 





图 13-2 dtf] (Tocher) 的 三 角形 板 单 元 (1962) 


qı = w(0,0) 
qd; = Wy (0,0) 
q, =—w,, (0,0) 
q, = W(x,,0) 
qs = W,, (5,0) (13-13) 
qe = —W,, (x5,0) 
q7 = W(X3, Y3) 
qs = W,, (X3, Y3) 
qo = —W, (%3, Y3) 
XX — FÉ 7G B JE TA eR r EH 288. HH BLD IS a 8 RJ 3 SR A SE BE 
问 量 为 : 





la à à à a à à (13-14) 
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单元 的 位 移 函 数 定义 如 下 : 


^ 


w(£,9)- a, +a, +a p +a, tara tat ta P+ EP") + ayy” 


13-15 
= $ $ £ $ P P$ Ea) P ha t-[N](a] 


其 中 [M] 为 具有 9 SEB M ai 8l ao) 的 形状 函数 。 

因为 只 有 9 项 而 不 是 10 项 ， 上 述 形状 函数 并 不 代表 一 个 完整 的 三 次 多 项 
A. RPAN GC e 397) ABC | — ES DAE BE ETE. ara. 的 9 个 定 参 。 单 
JOA BTE HA A ah 8 ze IE ESE AY © Dt ER AY FTA R A ES FT oe 























个 非 协 调 的 单元 。 
在 这 个 三 角形 单元 中 ， 任 一 点 的 3 个 状态 量 一 一 疯 曲 和 两 个 斜率 由 下 
式 给 出 。 
w ] d 3 X^ ör dX — XX pax) y 
wy p=|0 0 1 0 FF 2$ O (+28) 35 [aj (13-16) 
-| 0-10 -2% -p 0 -3% (28+) 0 


10 0 0 0 0 0 0 0 |fa, à, 
0 0 1 0 0 0 0 0 |la, 9, 
0-10 0 0 0 0 0 0 Ila d. 
lx 0 xy 0 0 x 0 0 ila] 14%, 
00 1 0 x, 0 0 ag 0 |4a,+=49s- (13-17) 
0-10 -2x%, 0 0 -3x,7 0 0 [la, à. 
| x ); x X33 jn d Crue $ 6») y a q; 
0 0 1 0 x, 2» 0 (x; -2x,4) 3» || a, ds 
0-1 0 -2x, -y 0 -3x/ -(2x,y,+y;) 0 a qo 


将 上 式 写 成 矩阵 形式 如 下 。 
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| A (a) = {4} (13-18) 
或 者 写成 对 问 量 {4a} 的 求解 形式 : 

{a}=[A] (4) (13-19) 
现在 可 以 将 式 13-15 改写 为 : 

w=[N][ A (4) (13-20) 


注意 当 x2-203-y3 = OWN, ANENA, Db BE a AO 
应 变 场 为 : 


ey, =  ZWyy (13-21) 


6x 2y 0 (13-525 


=[B][AT" (4) =[B]{4} 
其 中 [B] 是 应 变 和 节点 自由 度 的 关系 矩阵 。 由 平面 应 力 条 件 下 的 胡 克 定律 可 以 
获得 单元 的 应 力 场 : 





E 
(on "oris +VE p) 

E 
T yy Ea + VE...) 
NO LE 
"o T 20-v^) ? (13-23) 

z l v 0 
-DG 

0 0 (1—v) 
2 


I ADR KR REEDY: 


wod o C3 


5 ] v 0 
P ES pvo 9 (13-24) 
“ly 9 GY 


ALA WERE U BY ELS JA: 
^ l UE 
o- Mff 
-3 [DJ (13-25) 


=a LoT na 
S Olx, 为 作用 于 这 个 板 表面 的 侧 向 力 ， 则 有 : 
W = || woo. wa4 
-fa [NT (LAT ) 06:24 
3477 pK (Potential Functional) 可 以 被 写成 : 
41a ff Di yr |ia- [a tT (L4) oa 3-27 


Be BOR BGAN S FH E ZR se) HR EE Sj d o 8 y AY BERE BE : 
On 


(13-26) 


=0 





[ffet Lolle] lara 3 医 i je (x, y)dA 


(13-28) 
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f sep, [Q] 是 一 个 节点 力 向 量 。 可 以 通过 如 下 步骤 得 到 单元 的 刚度 矩阵 : 


+h/2 


[K]- [[a4 | LBT (DIB ld 

















A —h/2 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
n 2 0 0 Iv 0 
I 0 0 2 I|xv 1 0 
I2(1-v?) (13-29) 
0 2 0 l-v 
0 0 
6x 0 0 2 
2$ 24 A(X*y) 
0 67) 0 
02 00 6% 25 0 
000002 0 22 65 |dXdy 
0020 0 4(£-5) 0 
经 换算 得 到 : 
à Eh? 
a oe 
12(1-v’) 
00 0 0 0 0 0 0 0 
000 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 
4 0 4v 12% A(vx 4- y) 12v 5 
SER (13-30) 
20-v) 0 0 4(1— v) +F) 0 = 
J 4 12v A($ + v.) ps ee 
363^ 12(vX^ + Xy) 36vXy 
12 —8v)(¥+ py 
( cca y) 12(v 5? ES Xy) 
—8(1—v)xy 
365^ 
可 以 采用 如 下 积分 来 求解 上 式 : 
(一 1) m! oo S... n+l 
mH L (m-c-l- aan Or 3 J3 
Nd >, 
A r=0 s=0 — ie d 


EDT 
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0 
ml E I 
{| x" y"dA = P NALE. NNI pH. 
A —mn-l-r)r!n-r-1) 


MENT (13-31) 


If" y"dA= l i 
2 unos 


T 


可 以 将 目 由 度 从 单元 坐标 系 转换 到 全 局 坐标 系 中 ， 转 换 过 程 如 下 : 


Ww l 0 0 
w,,r=|0 cos( X) cos(x,Y) le Wyy (13-32) 
W, 0 cos(y,X) cos(y,Y) 


其 中 的 定 辣 余弦 由 下 式 给 出 : 

















X-X] 


VC - X) € (5 - Xy 


y, -Y 


VC 2X) +H “KY 


Y, -¥, 


V% MY +H -YXy 


X-X] 


VX - AY + “KY 
从 单元 坐标 系 到 全 局 坐标 系 的 变换 矩阵 为 : 
dj =[R]ia) 


|] (13-34) 
M qu 
uj 
A ey Abr AP Az EJ: 
Lp wif Y [olala mw- 


[ET {ay ENT ] 06.5)a4 
ae Fay A os ARR AY ERE ee A FE : 
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cos(x, X) — 
cos(x, Y) = 
(13-33) 


cos( y, X) = 


cos( y, Y) = 


(13-35) 








R| {Ô} (13-36) 
[Kita = 10j 

FE SED AE S HR" NARI ASIP E HS , VE TT ATI 
针对 不 同类 型 结构 的 有 限 单元 。 其 中 最 早 的 一 位 是 托 彻 ， 他 采用 了 三 角形 单元 
Aog UU. 

这 里 我 们 考虑 一 个 算 例 “， 这 是 一 个 正方 形 的 四 边 固 支 的 板 。 对 这 个 板 
的 1/4 来 说 ， 使 用 不 同 节点 数量 (n=1, n=2 或 n=4 等 ) 的 典型 的 有 限 元 理想 化 
方式 如 图 13-3 所 示 。 因 为 结构 是 对 称 的 ， 所 以 考虑 板 的 UA WERI, ŒX 
个 /4 板 上 上， 两 边 被 固定 ， 而 在 2-4 和 3-4 这 两 条 边 上 和 斜率 w* 和 w,, 均 为 零 。 
图 13-4 中 绘 出 了 随 网 格 尺寸 变化 的 撼 曲 系数 10 D/ (ga )。 需 要 注意 对 非 协调 
单元 来 说 并 不 一 定 都 能 取得 单调 收敛 。 





























精确 角 


1 2 3 4 6 7 8 9 


5 
网 格 密度 ,n 





图 13-4 BEITAR Pe A HE BB 
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13.3 过 单元 





壳 与 板 的 不 同 之 处 在 于 ， 前 者 的 中 面具 有 曲率 。 不 过 虽然 其 外 表面 具有 曲 
率 ， 但 沿 着 其 厚度 方向 的 截面 却 是 由 直线 组 成 的 。 在 结构 中 使 用 的 过 有 很 多 种 
类 型 ， 包 括 简 单 的 柱 面 壳 、 抛 物 面 壳 、 双 曲面 壳 以 及 其 他 任何 中 面 不 是 平面 的 
结构 。 这 些 壳 也 可 以 使 用 有 限 元 来 构建 。 这 里 我 们 考虑 由 艾 哈 迈 德 (Ahmad) 
等 人 在 板 单元 问世 10 年 后 推导 出 的 一 个 壳 单 元 模型 。 如 图 13-5 所 示 ， 壳 单 
元 的 几何 信息 可 以 由 在 给 定 直 角 坐 标 系 中 的 一 对 点 加 mean 的 以 下 参数 来 描 
XR: € Aly 是 这 两 个 点 在 这 个 壳 的 中 面 上 的 曲线 坐标 ， 而 上 是 在 厚度 方向 的 线 
性 坐标 。 图 13-6 显示 了 在 自然 坐标 系 内 该 壳 单 元 的 母 单元 的 中 面 。 



































图 13-6 在 目 然 坐标 系 内 母 单 元 的 中 面 
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形状 函数 : C. on 和 “在 -1 一 +1 变化 ， 壳 上 任何 点 的 直角 坐标 被 描述 为 如 
下 的 几何 形状 函数 : 


X I | X 
y= XN Ga 


Z Z 





8 1 C * 
TONGUE D y (13-37) 
bottom 


Z 
top 


上 式 中 的 形状 函数 被 假设 为 : 

N, (én) -Z0 -Ome -nD 

N,(ED o L0 mE-7-) 

N Gu = L0 0 emen - n 

N, gp) =F NCE eg -n 

] (13-38) 

NEM - 0 - £0 

N Gm - 0x - m) 

NEm) - 0 - X0 +7) 


Né. - d - d -m) 


注意 Nap TET e i ERA, mH uu bI. X 13-38 还 可 
以 被 写成 中 面 坐标 的 形式 : 


X X 
" - Even + Y NEM, 
z i=] Xs i=] 


Z 


| (13-372) 
X; X; 
XG | 一 , i | 
2i top a bottom 


位 移 场 : 位 移 场 由 中 面 节点 的 三 个 位 移 和 节点 向 量 太 , 绕 其 正 交 方向 的 两 
个 旋转 构成 ， 如 图 13-7 所 示 。 





Vi = 

















u u; V. V, 

s s Ch, i i -pb 
v= NGM H(t UNGMA | Va E (13:390 
Ww W, = V. EE | 


woad o R 





V. =V ê, + V, e, By = 

















lx ~x lz"z X ~ 
y^ 3i 
V,, - Và +V;,€, + V, 6, = V, xV,, 
Ui，vVi，wi 是 中 面 节点 的 位 移 ， 而 oj; 和 记分 别 是 绕 万 和 OV, WP WR. 
于 是 每 个 节点 具有 5 个 自由 度 : 
u; 
Vi 
id] = w, (13-40) 
a; 
D, 
整个 单元 具有 40 个 自由 度 。 式 13- 39 可 被 写 为 : 
d, 
u x 
d, 
v»=[N| =[N]ta (13-41) 
Ww 
其 中 
[V]=|[Y]，[Y]， [N]; | 
N, 0 0 -NG -NA 
1 
[N], = 0 M 0 -ZV,NMAC -VN hg 
0 0 N, -NAE -NM 
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N, 0 0 -NC -Z VÈN, hk 


l 2 l 2 
[N], =| 0 N 0 -VNhe -Vy Ne (13-42) 


] i 
0 0 N, EL ES 


这 个 单元 共有 40 个 目 由 度 ， 然 而 位 移 场 只 包含 24 个 位 移 ， 因 此 元 单元 是 
超 参数 类 型 的 单元 。 

应 变 - 位 移 关 系 : 我 们 只 考虑 应 变 和 应 力 在 与 “ 为 常数 的 曲面 正 交 轴 上 的 
HE. $ z'xEELTGX ATA, ToS PA IE ACA xz" 和 了 与 曲面 相 切 ， 如 图 13-7 
所 示 。 应 变 的 同 量 可 由 下 式 确 定 。 





Ou ' 
ex! 
Ou ' 
óy' 
Ou ' Ou" 














(13-43) 








pun 


(13-44) 


— 
= 
ll 
amr >o OO ~ 
O OP xc. © 
一 OO OO OO © 
O OP OO © 
O OO © =. OO 
O =- OO © © 
一 O >o OO © 
O =- >O © © 
O >o OO © © 
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应 力 -应 变 关 系 : 应 力 应 变 关系 定义 为 : 











io -7[D]te* (13-45) 
其 中 
] v 0 0 
v1 0 0 0 
ta 7= 3 0 
[D]= < | (13-46) 
00 0 - 0 
2k 
00 0 ipid 
2k 





我 们 将 式 13-46 中 的 因子 大 取 值 为 1.2， 这 能 够 提高 对 剪 切 位 移 的 近似 精度 。 

现在 我 们 需要 从 全 局 坐标 系 xyz 转换 到 局 部 坐标 系 x'y'z'。 我 们 首先 定义 
一 个 向 量 ， 其 方 同 垂直 于 为 常数 的 曲面 ， 这 一 步 通过 将 任意 两 个 与 该 曲面 相 
切 的 问 量 又 乘 来 实现 。 





à [ac 
0g On 
> Oy Oy 
V, =4—— x4 —— 13-47 
i-us ( ) 
Oz) | êz 
0g On 








ee E tfi Fr) 2 RGA BT ELE SS x' 和 了 方向 的 向 量 庆 和 肪 ， 将 向 
量 的 模 简 化 为 单位 值 后 可 以 构建 yz 方 癌 的 单位 癌 量 窍 阵 。 























l L l 

[g]- V. F, Va j=|m m, m (13-48) 
Ap, Has f 

由 此 我 们 可 以 得 到 : 

Ou' Ov' Ow! Ou Ov Ow 

Ox' Ox' ax! Ox Ox ox 

ze E P egi | c d qu] (13-49) 

Oy' Oy' Oy' Oy Oy oy 

Ou' Ov' Ow! Ou Ov Ow 

02" OZ" OZ. e oz Oz 
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即 
Ou' Ou 
OX ' Ox 
ou'} |ou 
Oy' Oy 
ax| |ou 
Oz' Oz 
| fa 
OX ' Ox 
— =|T] 2 (13-50) 
ay f Oy 
Ov' Ov 
Oz' OZ 
Ow' Ow 
OX ' Ox 
OW Ow 
Oy' Oy 
Ow' Ow 
Oz' Oz 
其 中 
Llo mfo} [e] 
[T]=|1,[6] me] n [of (13-51) 


M; [e] Ms [e] 





Ou Ov Ow Ou Ov Ow 
Ox Ox ax 0g oč oğ 
zu c ore c (13-52) 
Oy oy oy On On Om 
Ou Ov Ow Ou Ov Ow 
p & & ec oc oc 


因此 有 : 
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Ou Ou 
ox og 
Ou Ou 
ay on 
Ou Ou 
6z OG 
OV Ov 
ox 06 
Qv OV 
ap =|T] an (13-53) 
Ov Ov 
2z ag 
Ow aw 
à T 
ow Ow 
Oy On 
ow Ow 
Oz ae 
其 中 
[Vy 0 0 
[FT]=| o [| o (13-54) 
0 0 ID 
雅 可 比 和 矩阵 为 : 
Ox Oy 0z 
0t 0E 8€ 
[本 = (13-55) 
On On Om 
Ox Oy 0z 
oc oc C 
其 中 








ex a eos r 1 ƏN, , 
1 OE Xmid T 12-05” 


i= 


RÊN, 1 ON, 
aspe, mid ‘se ac ho hs, 


i=l 





LE 
械 | 动力 学 及 其 发 展 


i 


Z mid 
OG a OS 





由 式 13-39 可 以 得 到 : 


"He 


i3 2 OG 


(13-56) 


(13-57) 
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Iu]. [22] [Lis | 
[Z|]= [L] [55] me Ea (13-58) 
[s]. [22] [Le] 
E 0 E in rad i 7 ON, he 
0É "EE. 2 Oe 
ON 1_, ON 1_, ON 
E |\=|— °6 Sy De 上 
| ral On 2 2x On he 2 lx ð hg 
0 0 0 -Nh -Nh 
o So -in Ting -in Kg 
BE 2. 9 OE 2: E 
ON 1_, ON 1_, ON 
L = 0 l S 1 S Tw 
[2] an F iS 2” Sp hg 
] ] 
0 0 0 PN 5 y Nf 
0 0 TL VLC tr TAE 
QE DOF Q TE 
[ps9 9:555. acp E ue = 7S tae 
On 2 — On 2 ^ On 
l ] 
0 0 0 -了 :NI 5 Mh 
22 0 0 -hone -0e 2 
oč 2:08 2 OE 
ON. keas ON 1 ôN. 
Ll he Sp ee N 
| i On 2 2x 0 26 2 lx A 5o. 
] 
0 0 0 VAN =V Nh, 
由 式 13-44, 3X 13-50, 3X 13-53 和 式 13-58， 我 们 可 以 得 到 : 
d, 
d 
te} =[B] 7 (13-59) 
d, 
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其 中 


oJ 


[下 = 如 四 加 (13-60) 
于 是 可 以 获得 单元 的 刚度 矩阵 : 
[R |= | [5] [D][ 8] dxdydz 


= [L5] [D]L5]|/]déànac (13-61) 





BE Je: RATAT DA BE TEIE KE R ED OR SE E TTT E EY 7 TEE TT OR A e 

这 里 介绍 了 在 最 近 的 三 四 十 年 中 一 些 学 者 由 不 同 的 能 量 法 推导 出 的 一 些 单 
元 类 型 ， 我 们 将 以 此 来 结束 对 有 限 元 方法 的 讨论 1。 

许多 单元 类 型 在 发 布 之 后 被 商业 软件 所 采用 而 纳入 其 单元 库 。 而 在 了 商业 软 
件 出 现 之 前 ， 无 其 是 在 计算 机 内 存 较 小 且 速 度 较 慢 的 时 代 ， 人 们 不 得 不 徒手 进 
行 网 格 划 分 、 对 单元 编写 并 检查 网 格 是 否 连续 。 今 天 ， 商 业 的 前 处 理 器 能 够 在 
短 时 间 内 目 动 化 地 进行 网 格 划 分 的 工作 。 今 天 的 网 格 甚 至 可 以 在 不 需要 重新 
分 网 的 情况 下 上 自动 变形 ， 这 一 功能 对 实验 设计 研究 和 优化 研究 都 是 非常 有 价 
值 的 。 

今天 我 们 称 之 为 求解 器 的 商业 软件 基本 上 都 是 由 Fortran 或 Algol 语言 实 
现 的 子 程序 ， 这 些 子 程序 被 模块 化 设计 形成 (如 特征 值 、 和 矩阵 相 乘 等 模块 〉， 
这 些 模块 能 够 使 用 之 前 讨论 过 的 各 种 类 型 的 单元 。 

工程 师 仍 然 需 要 利用 公式 由 不 同 节 点 的 位 移 场 来 确定 应 变 和 应 力 场 ， 或 者 
确定 设计 所 需要 的 其 他 信息 ， 例 如 主 应 力 和 主 应 变 ， 以 及 Von Mises 应 力 等 。 
当然 在 以 前 工程 师 们 还 需要 手工 绘制 曲线 或 者 另外 写 单 独 的 程序 来 输出 这 些 曲 
线 图 。 在 1990 年 本 书 作 者 及 其 他 学 者 的 著作 中 仍然 可 以 看 到 这 些 步骤 “"， 接 
下 来 我 们 将 展示 如 何 利用 该 步 又 来 研究 叶轮 根部 区 域 的 摩擦 阻尼 效应 ， 在 这 个 
例子 中 我 们 还 将 用 到 接触 单元 。 


13.4 有 限 元 分 析 中 的 界面 阻尼 


在 两 个 曲面 之 间 友 生 相 对 位 移 时 由 于 摩擦 产生 的 界面 阻尼 是 一 个 复杂 的 分 
析 问 题 ， 尤 其 是 对 带 有 叶 根 授 涉 、 叶 冠 、 线 束 和 平台 阻尼 惕 的 叶片 结构 更 是 如 
此 。 本 节 将 讨论 如 何 利 用 接触 单元 来 处 理 这 样 的 问题 ”。 

静态 接触 问题 : 当 叶 请 根部 和 轮 盘 这 两 个 分 离 的 物体 在 静态 载 谷 下 及 生 接 
触 时 ， 在 模拟 其 动态 接触 问题 之 前 必须 首先 建立 静态 接触 模型 。 在 叶 根系 统 
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中 ， 当 发 生 分 离 和 摩擦 时 都 会 产生 接触 ， 而 这 种 情况 是 非 线 性 且 不 可 逆 的 。 与 
叶片 和 轮 盘 上 的 离心 力 效应 对 应 的 准 静 态 条 件 代 表 了 发 生 振 动 的 一 种 平衡 
状态 。 因 此 在 研究 受 迫 振动 问题 的 初始 条 件 之 前 ， 必 须 先 求解 这 个 静态 接 
触 问 题 。 
假定 一 个 如 图 13-8 所 示 的 有 限 元 装配 结构 ， 叶 片 和 叶 根 的 结构 上 采用 的 
是 四 边 形 的 等 参数 单元 。 这 些 单元 都 采用 标准 坐标 系 。 图 13-9 显示 了 母音 元 
和 及 其 坐标 变换 单元 。 

















母 单元 坐标 变换 单元 


图 13-9 坐标 变换 





图 13-10 显示 了 两 个 弹性 体 A 和 B， 它 们 将 发 生 接 触 。B 被 固定 ， 而 A 


jka 
B TR 
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-ENERPS — 7m i. MoTESEHG EGE, Foie B 的 刚体 运动 ， 还 是 
HD EA K, PAPE TR Pir ST GET] P SSH: MIS E 22 7- xx EE ^E FR Bf e] 
KE FATA x BEAT] HIA P IR] SORIA B 的 刚体 运动 : 

















图 13-10 两 个 弹性 体 A 和 B 在 接触 前 后 的 状态 


U 
fA} " (13-62) 
0 


考虑 图 13-10 PRIT AERE EASE iy Al ip (i= 1~n) 。 候 
定 节点 接触 力 在 A 和 B EA DU) 和 {p;| 。 要 注意 这 些 向 量 都 有 两 个 分 
量 ， 一 个 在 切线 方向 ， 而 另 一 个 在 法 线 方向 上 ， 其 表示 如 下 。 


ud nw ws 


WR B 被 固定 ， 且 其 上 的 作用 力 仅 有 接触 力 ， 则 其 上 的 点 工 的 位 移 可 
Bi mM: 











n 


(a t= 2.6; Jio) (13-64) 


j=l 








其 中 | CP | 代表 一 个 2x2 的 柔性 系数 子 和 矩阵， 它 对 应 于 在 节点 上 由 于 节点 Jj 
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ERIS ur 5 DES RS] UJ FRUITS [8] AE o 
iH X HY Be ACHE Be fh EZINA T AR. Re EH EXE acd DA) EE BEE 
求 着 ， 就 可 以 得 到 柔性 系数 子 窍 阵 。 如 果 B 按照 式 13-62 发 生 刚体 位 移 ， 则 
其 上 的 点 i 的 整体 位 移 为 ( 见 图 13-11) : 


n 


(= 26i Jun) * [eds (13-65) 
HK rp 
| cos@ sing -(ycosó-xsin$) 
[a |= -sinó cosó -(xcosó- ysing) eee 
Fe BI) BE NJ RB RE e 


B 的 切 向 
AT, 





图 13-11 计算 转换 和 矩阵 


因为 A 具有 一 个 力 边界 条 件 ， 其 可 以 发 生 刚体 运动 ， 因 此 需要 采用 一 个 
稍微 不 同 的 方法 来 获得 其 柔性 系数 。 令 A 的 刚体 运动 被 两 个 虚拟 的 支撑 所 限 
制 ， 如 图 13-12 所 示 。 在 一 个 支撑 点 上 两 个 方向 的 位 移 都 被 假定 为 零 ， 而 在 
另 一 个 支撑 点 上 仅 有 一 个 方向 的 位 移 为 零 。 于 是 有 3 个 自由 度 被 限制 住 。 除 
了 这 两 个 虚拟 的 支撑 点 、 可 能 的 接触 点 和 外 力 受 力 点 之 外 的 所 有 节点 都 被 
消去 。 

被 减 缩 后 的 系统 方程 为 : 

Ky, Ky Ky; a^ R 
Ka Ky Ky a p* 
Ky 大 3， b 
其 中 天 是 A 的 减 缩 刚度 矩阵 的 子 矩阵 ，{a 是 虚拟 支撑 点 的 位 移 向 量 ，{a'5} 
是 接触 点 的 位 移 向 量 ，{a 分 是 外 力作 用 点 的 位 移 向 量 ，{R} 是 虚拟 的 支 反 力 向 
E, (po) ALG IUE Bf ERA IL 


kA 
E TR 











(13-67) 








al 

















图 13-12 WA 上 带 有 虚拟 文 撑 点 已 和 O 


因为 虚拟 文 返点 上 的 位 移 为 零 ， 我 们 可 以 得 到 : 


[K ZI -iRj (13-68) 


Ky Ky; (a°) = » 7 
h anole D 
由 上 述 两 式 可 以 得 到 : 
[K 2h "s lh -ta (13-70) 


Kya K3 Ui 
注意 在 这 个 例子 中 ， 叶 请 端 部 是 在 无 外 力作 用 的 情况 下 发 生 目 由 振动 。 
A i TE RZ 7; lu] EA ie HR Ze He 


n 


(a - Io Heh 216-100 (13-71) 


j=l 


Rp e 是 承受 外 力 的 市 皮 数 量 ， 而 {有 是 在 第 个 加 载 扣 上 的 外 力 同 量 : 


" 


EPLO om fe) 分 别 是 在 切 向 和 法 向 的 分 量 。 此 外 ， 我 们 注意 到 


x 

K, K 

c]-| a N 13-235 
K; K3; 


以 及 
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在 对 这 些 虚 构 的 节点 上 强加 边界 条 件 后 ， 对 获得 的 减 缩 矩 阵 进行 求 着 是非 
常 容易 的 。 当 两 个 体 发 生 接 触 时， 需要 满足 如 下 的 兼容 性 方程: 
(人 = 人 人 | (13-74) 
Rep fa? | 为 接触 间隙 的 向 量 。 因 此 由 式 13-65 和 式 13-71 可 得 : 
Llc; p+ ELC JU = LLG fU] 10 4] + lat j (13:755 


J= | 








在 接触 点 上 ，{p -- [o]. BEA: 
(c? ]+ Le? toi} —{0;} {A} -> [Cnu {A «ia (13-76) 


Hr n 是 接触 节点 的 个 数 ， 而 e 是 外 力作 用 点 的 个 数 。 

对 于 节点 平行 于 接触 曲面 相对 滑动 的 情况 ， 式 13-74 的 兼容 条 件 不 适用 于 
切线 方向 。 因 此 上 面 几 个 方程 在 切线 方向 上 不 再 有 效 ， 我 们 用 下 面 的 滑动 条 件 
来 取代 相关 方程 : 











IAEA (13-77) 

其 中 u 是 动态 摩擦 系数 ， 角 标 j 代表 接触 点 。 如 果 有 m 个 节点 发 生 接触 ， 上 
面 两 式 会 由 2m 个 方程 和 2m+3 个 未 知 量 ， 另 外 需要 的 三 个 方程 是 由 式 13-70 
给 出 的 平衡 方程 。 如 果 接 触 区 事先 已 知 且 摩擦 足以 阻止 滑动 ， 则 这 一 系统 是 线 
性 的 ， 其 求解 过 程 将 非常 直接 。 然 而 实际 上 接触 区 通常 都 是 未 知 的 而 且 经 常会 
发 现 某 些 节点 的 滑动 ， 因 此 需要 采取 如 下 的 步 又 。 

(1) 假定 一 组 接触 点 ， 并 求解 式 13-76 获得 节点 力 。 

(2) 在 可 能 的 接触 区 中 删除 所 有 节点 力 为 负数 的 点 。 

(3) 如 果 切 线 方 癌 的 节点 力 对 法 线 方 同 的 节点 力 的 比值 大 于 摩 探 系数 ， 这 
节点 会 滑动 ， 则 式 13-76 中 对 应 于 切 同 方 回 的 部 分 应 被 蔡 换 为 式 13-77. 

(4) 重复 上 述 步 又 直到 接触 区 中 的 所 有 法 线 力 都 只 有 正 值 ， 且 所 有 接触 点 
的 切 向 力 对 法 向 力 的 比值 均 小 于 或 等 于 摩擦 系数 。 

现在 考虑 一 个 带 有 T 形 接触 接头 的 叶 根 - 轮 盘 结 构 在 离心 力作 用 下 变形 的 
准 静 态 问题 。 图 13-13 显示 了 一 个 210MW 汽轮机 的 第 十 九 级 叶 根 的 有 限 元 模 
型 。 其 中 体 A 由 34 个 单元 组 成 ， 具 有 282 个 自由 上 度 ， 而 体 B 由 26 个 单元 组 
成 具有 230 个 自由 度 。 这 个 分 析 中 使 用 了 八 节点 的 四 边 形 等 参数 单元 "1。 

为 简化 问题 ， 我 们 将 整个 离心 载 答 施加 到 叶片 的 端 部 。 整 个 体 被 固定 在 边 
AB 上 ， 其 中 体 A 上 施加 有 沿 着 接触 曲面 的 确定 轴 向 力 。 为 阻止 刚体 运动 ， 在 
叶片 的 另外 一 侧 上 假定 了 两 个 虚拟 的 约束 节点 。 几 13-14 显示 了 工 形 接头 部 


转 | 
E TR 












































图 13-14 FAAS BZ fi DX T AA BR 26 bY RS EY H T 
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位 接触 节点 的 放大 细节 。 图 13-5 中 显示 了 在 轴 向 力作 用 下 两 个 体 装 配 的 变 
形 。 变 形 是 沿 关 中线 对 称 的 。 当 轴 癌 载 血 为 1000kg 时 ， 给 定 网 格 中 的 两 个 市 
点 升 高 并 在 随后 发 生 滑动 。 图 中 的 变形 被 放大 了 400 倍 。 而 当 轴 回力 被 增 大 到 
2000kg 时 ， 变 形 显 示 两 个 节点 升 高 而 有 8 个 节点 发 生 滑 动 。 桦 涉 几 乎 被 锁 
和 死 ， 而 轮 盘 的 边缘 是 开放 的 ， 因 此 造成 了 两 个 曲面 之 间 的 滑动 。 网 13-16 中 的 
位 移 被 放大 了 300 倍 。 








图 13-15 在 1000kg 的 离心 力作 用 下 叶 根 - 轮 盘 工 形 接头 的 变形 


one tk B( 轮 盘 ) 的 变形 轮 廊 位 移 比例 1:200 
-一 :一 RACH AD ATSC 





图 13-16 Æ 2000kg 的 离心 力作 用 下 叶 根 - 轮 盘 工 形 接头 的 变形 


由 这 个 准 静 态 问 题 获得 的 节 点 位 移 将 成 为 后 续 动 态 问 题 的 边界 条 件 。 
动态 接触 问题 : 没有 材料 阻尼 的 情况 下 ， 单 个 叶片 竣 配 的 系统 方程 为 : 


E 
B TR 
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[M Maj - [Ka] 2 0f] (13-78) 
A 和 B 之 间 的 接触 区 域 的 行为 由 于 开放 和 背 动 形成 了 非 线 性 。 我 们 可 以 


将 其 位 移 问 量 分 解 为 : 
| (13-79) 
两 个 体 的 运动 方程 可 被 写 为 : 
zu rte n aay (13-80) 
(a «jj (Ur 
j d (13-81) 
a 


n Qu L Er 
a} (a) 
由 于 结构 的 非 线 性 ， 模 态 法 不 再 适用 ， 而 应 采用 直接 积分 算法 。 
威尔逊 -0 ( Wilson-0) 法 一 一 由 贝斯 (Bath) 和 威尔逊 ( Wilson) 在 1978 
年 提出 一 一 是 一 个 隐 式 积分 方法 ， 该 方法 假设 加 速度 在 从 t 到 (t+41) 的 时 间 
区 则 内 线性 变化 ， 为 了 得 到 最 优 稳定 和 精确 的 特性 ， 访 方法 同时 要 求 OS1. 
通常 情况 下 对 9 的 取 值 为 1.4。 式 13-78 可 被 写 为 : 


Uca) -( x 9( Laud - C3) (13-82) 














其 中 


[M ]{¢ d dc [K akon; = ae, 
使 用 威尔逊 -0 法 需要 采取 如 下 的 步骤 。 
初始 计算 : 
(1) ls 
(2) 设 定 初始 时 刻 的 位 移 、 速 度 和 加 速度 {4@0} {åo {ät o 
(3) 选择 时 间 步 长 At。 





le 
(OAt) OMt 0 0 
2 (13-83) 
We eg = = ais) 
0 2 6 
C4) ELA SCR ERR BE -o 
[K]=[K]+ AM] (13-84) 


wod o R 


—170— 
(5) 将 [ 度 ] 方 程 简化 为 上 三 角形 式 。 
(6) 对 每 个 时 间 步 ， 计 算 在 时 刻 +A 的 有 效 载 集 。 
Usos] eU ees -U1) «M Y(40a + 42{4,}+2{4,}) (13-85) 
(7) 建立 方程 来 确定 {aj,ow}。 
[KT 7 Lens] (13-86) 
(8) 确定 t-At 时 刻 的 加 速度 、 速 度 和 位 移 。 
{äu} = 44({a,.0,} —{a,})+ 45{4, } + 46 {4,} 
(à) = (à)  AT( fänau- (4,]) 
C iiia } + AB({a..e,} - 2(4,]) (13787) 
6 ,. y 
us Au] = C" -hfa dom) 7443) - mA 7 244] 
要 求解 这 一 非 线性 瞬 态 动态 接触 问题 ， 需 要 分 别 考虑 这 两 个 体 的 运动 动力 
学 方程 。 我 们 把 每 个 体 的 区 域 都 分 为 一 个 主体 和 一 个 接触 区 。 然 后 仅 把 这 两 个 
体 的 接触 区 的 动力 学 方程 减 缩 出 来 。 随 后 建立 起 符合 接触 行为 构成 关系 的 平衡 
方程 和 兼容 性 方程 ， 并 通过 一 个 启发 式 的 迭代 过 程 对 其 进行 求解 。 
考虑 在 t+4t 时 刻 的 式 13-80， 并 且 由 式 13-87 中 的 最 后 一 个 方程 可 以 
得 到 : 





A At 




















[P2?]= HiK le Ka ^d 


BC Pag 


|e E 
Oc Osp 


as 


[2 ]= 





(OAt)’ 
与 之 类 似 ， 对 于 体 A 我 们 可 以 得 到 : 


fat’ | [ac a fac} + AY fae) 
a t+OAt -on 3 


[a^] onfa) +A faa) 


d (13-89) 
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P= E 
Pic Pus 


41. Occ Oc, 
od A E 


如 果 节点 对 iy All ig RAE EK, DU): 

(drav j 7 Mean] 

Lou] 7 7 rein] | 
将 上 述 条 件 强加 在 式 13-88 和 13-89 上 可 以 得 到 : 


[cepta] "ost -co oF} oae 22 pc] 


ICS iat + OAt} a; | OR any (13-91) 


4 


(13-90) 


“C95 fat} + ou) + Ear l- cna 


其 中 
C, 一 E -P P Pel C; 一 [| 
OQ; = Occ eue Q; = Oc, - FP 
Si = O' co— Pog Pas Que S; = Qeg — Pox Pox Onc 








对 线性 方程 式 13-91 的 求解 可 以 直接 获得 节点 间 的 接触 力 。 如 果 事 先知 道 
节点 的 接触 ， 该 方法 可 以 获得 任何 特定 时 刻 的 节点 接触 力 。 然 而 ， 通 常情 况 下 
我 们 无 法 事先 预知 接触 是 否 发 生 ， 因 此 有 必要 做 出 一 些 假设 。 这 些 假设 的 有 效 
性 需要 通过 判断 接触 力 是 否 为 压缩 力 来 确定 。 如 果 某 些 节 点 上 的 接触 力 是 拉 伸 
的 ， 则 这 些 节 点 是 开放 的 ， 需 要 在 被 排除 出 接触 区 ， 并 对 接触 区 进行 接触 压力 
的 重新 分 配 。 而 对 于 发 生 接触 的 节点 ， 还 需要 检查 其 是 否 滑动 ， 如 果 有 滑动 存 
在 ， 则 需要 对 结构 进行 更 精确 的 建 模 。 

对 接触 打开 的 仿真 : 在 某 个 特定 时 刻 ， 如 果 给 定式 13-91 右边 的 部 分 ， 可 
以 首先 计算 节点 的 接触 力 poo, 。 如 果 某 些 节 点 间 的 接触 力 是 拉 伸 力 〈 实 际 上 
这 种 接触 不 可 能 发 生 ) ， 我 们 必须 将 这 些 节 点 从 最 初 设置 的 接触 区 删除 ， 然 后 
对 接触 区 的 节点 力 和 接触 力 进行 重新 计算 。 

对 滑动 的 仿真 : 节点 间 发 生 接触 后 ， 在 任何 时 刻 都 需要 检查 滑动 的 条 件 。 
因此 对 所 有 节点 都 需要 计算 其 上 的 切 向 力 对 法 向 力 的 比值 。 如 果 该 比值 超过 了 
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预先 设 定 的 动态 摩 探 系数 ， 无 滑动 条 件 就 不 再 有 效 了 。 此 时 对 这 些 滑 动 节 氮 ， 
需要 用 陈 13-77 来 取代 兼容 性 条 件 中 的 切 问 部 分 。 随 后 式 13-91 形成 了 2m 个 
方程 ， 对 应 于 闵 个 接触 布点 的 2m 个 变量 一 一 即 未 知 的 接触 力 。 当 一 些 节 点 发 
生 滑动 时 ， 需 要 施加 少 动 条 件 ， 由 此 会 形成 一 批 方程 ， 其 数量 与 未 知 数 相 同 。 
为 了 精确 求解 接触 力 ， 需 要 采用 运 代步 又 。 

沿 倾斜 曲面 的 滑动 : 如 末 接 触 是 治 痢 一 个 倾 糙 曲面 的 ， 则 兼容 性 条 件 和 平 
衡 方程 需要 被 施加 在 xty 方向 上 。 通 过 刚度 窍 阵 转换 ， 这 一 步 很 容易 实现 ， 如 
图 13-17 所 示 。 转 换 后 的 刚度 矩阵 随后 梓 组 合 和 减 缩 以 形成 式 13-91 的 形式 ， 
后 者 被 用 来 确定 切 和 同和 法 加 的 接触 力 。 




















图 13-17 转移 矩阵 的 计算 

迄 代 计 算 非常 消耗 计算 资源 ， 因 此 开发 一 个 有 效 的 计算 步骤 来 减少 迄 代 次 
数 是 非常 必要 的 。 

回 到 之 前 讨论 静态 接触 问题 时 引用 的 T 形 叶 根 的 例子 ， 如 图 13-13 所 
示 。 图 13-14 显示 其 接触 区 延伸 到 了 4 个 不 同 的 曲面 。 考 虑 到 这 个 装配 中 充足 
的 则 际 ， 我 们 认为 其 他 面 上 不 会 发 生 接触 。 在 接触 面 LA 和 2A 上 划分 了 6 个 
单元 ， 但 在 接触 面 SA 和 4A 上 只 划分 了 两 个 单元 。 

由 准 静 态 分 析 获 得 的 位 移 构成 了 动态 分 析 的 初始 条 件 。 我 们 假设 初始 速度 
和 加 速度 均 为 零 。 此 外 令 图 13-13 中 的 呈请 具有 单位 厚度 ， 其 弹性 模 量 为 
2.1x10 "kg/cm ， 泊 松 比 为 0.3， 而 动态 摩擦 系数 为 0.4。 这 个 叶片 总 的 长 度 和 
宽度 分 别 为 29cm 和 5Scm。 由 一 个 突 发 载荷 引起 了 对 系统 的 动态 激励 〈 见 
图 13-18) 。 在 1000kg 的 轴 向 载荷 和 20kg 的 横向 载荷 的 共同 作用 下 ， 叶 片 端 
部 的 位 移 被 描述 为 一 个 关于 时 间 的 函数 。 在 计算 中 采用 了 0.0002s 作为 时 间 步 
长 ， 这 样 在 每 一 次 啊 应 循环 中 都 会 至 少 进行 20 (GR. n EL ANUS SEIT] B T 
周期 是 0.00432s。 图 13-18 中 还 显示 了 啊 应 由 于 库仑 摩 探 而 上 友 生 的 明显 衰减 ， 
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估计 平均 的 阻尼 率 为 0.0022 。 


1196N 


E 9820N 


X u=0.4 
E=0.0022 


0.056F ~~—-------~~ 


0.048 
0.040 0.0278 0.0252 
0.032 
0.024 
0.016 
0.008 


0 2 4 6 10 12 14 16X107 


Hin bz ER 


8 
时 间 一 一 
图 13-18 ” 叶 端 响应 的 衰减 


当 轴 向 载荷 增加 到 1200kg 时 ， 得 到 的 等 效 粘 性 阻尼 为 0.00158， 由 此 可 以 
Fl mE MH Ar FP a OIE “SH a ee Aer IE) 1500kg 时 ， 后 续 的 振幅 变化 
JE 2, BEART Fr S6 SERI ASL APY T8 AR Fo. rf 25 58 p] our HY I) 
2000kg 后 ， 阻 尼 率 的 数值 实际 上 增加 到 了 0.0033。 要 解释 这 一 现象 还 需要 回 
到 图 13-16 中 的 接头 装配 结构 。1A 和 2A 两 个 面 垂 直 于 离心 力 ， 因 此 当 轴 向 
载 荷 增 大 时 这 两 个 面 的 接触 基本 上 被 锁 死 了 了 ， 从 而 它们 间 不 再 有 滑动 。 然 而 
3A 和 4A 这 两 个 面 平 行 于 轴 问 载荷 ， 因 此 当 轴 问 载 荷 增 大 时 这 两 个 面 之 间 开 
滑动 ， 从 而 为 系统 中 贡献 了 额外 的 阻尼 。 

今天 ， 在 前 后 处 理 器 的 帮助 下 ， 许 多 商业 软件 都 可 以 处 理 这 类 接触 问题 ， 
而 且 其 使 用 过 程 非常 友好 。 

接 下 来 的 一 节 中 将 使 用 商业 软件 来 计算 一 个 应 用 实例 ， 通 过 这 类 软件 可 以 
帮助 工程 师 快 速 获得 期 望 的 结果 ， 而 企业 也 不 再 需要 为 设计 工程 师 准 备 专用 的 
工具 来 处 理 结 果 了 。 


13.5 ”使 用 商用 软件 的 旋转 机 械 叶 片 分 析 算 例 


这 个 算 例 来 自 于 本 书 作 者 之 前 的 工作 “。 叶 片 数据 如 下 。 





























woad o R 


—174— 


正常 工作 转速 : 8$00rvmin。 

叶 厂 材料 ; XooCris/XooCrMois. 

材料 密度 : 7700kg/m’ 。 

HERATA E: 0.3. 

材料 的 极限 抗 拉 强 度 : Su = 880MPa (工作 温度 为 50.4'C )。 
材料 的 屈服 强度 : Sy = 575MPa ( 工作 温度 为 50.4'C )。 

材料 弹性 模 量 : 已 = 218000MPa (工作 温度 为 50.4'C 5. 

ju AM (Lazan’s coefficient) : J=30kNm/m’/cycle. 

e 拉 先 指数 (Lazan’s exponent) : 2.4. 

叶片 的 几何 模型 如 图 13-19 所 示 ， 其 有 限 元 模型 如 图 13-20 所 示 。 





图 13-19 ”叶片 的 几何 模型 





图 13-20 ”叶片 的 有 限 元 模型 
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对 这 类 结构 ， 卡 德 斯 坦 瑟 (Kardestuncer) 和 诺 里 (Norrie) "d HE xe Et 
一 些 适用 的 有 限 单 元 类 型 ， 一 些 商 业 软 件 则 提供 了 这 些 单元 库 。 这 里 对 叶片 和 
桦 头 部 分 选择 了 八 节点 的 六 面体 单元 ， 而 对 两 者 连接 的 过 渡 区 域 则 使 用 了 十 节 
点 的 四 面体 单元 。 整 个 模型 中 包含 198267 个 单元 和 252868 个 节点 。 

表 13-1 给 出 了 从 叶片 中 心 到 端 部 每 10% 区 间 内 的 10 个 等 分 点 上 的 压力 
面 和 吸力 面 承受 的 稳 态 蒸汽 压 。 











表 19-1 稳 态 蒸汽 压 


压力 面 (单位 : Pa) 
中 心 端 部 
Span s ae eh aa dm "en n uu s Span 
| 9000 | | 9060 - | 9120 | 9180 | 9240 | 9300 - | 9620 - | 9940 | | 10260 | | 10580 | 10900 


吸力 面 


中 心 端 部 
Span Span Span Span Span Span Span Span Span Span Span 
| 9000 | | 9060 - | 9120 | 9180 | 9240 | 9300 - | 9620 - | 9940 | | 10260 | | 10580 | 10900 
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对 这 个 在 8500r/min 转速 下 工作 且 承 受 表 13-1 给 出 的 稳 态 蒸汽 压力 载荷 
的 叶片 系统 ， 我 们 首先 进行 静 力 分 析 。 其 边界 条 件 由 图 13-21 给 出 。 此 外 
如 图 13-22 ARAN, AY HR BUS BCP BC CE UE Fr B. PEXRTESRT EX 
内 ， 上 半 部 分 单元 与 下 半 部 分 单元 所 承受 的 压力 是 相等 的 。 










压力 面 上 的 节点 
的 法 线 方 向 位 移 
被 约束 。 


这 个 面 上 的 一 个 节点 
的 轴 向 位 移 被 约束 ， 
以 避免 发 生 刚体 运动 。 


13-21 边界 条 件 


分 段 中 心 





稳 态 压力 的 分 段 映 射 
图 13-22 ”蒸汽 压 的 载荷 映射 


在 这 个 例子 中 稳 态 蒸汽 载 谷 的 影响 几乎 可 以 忽略 ， 其 产生 的 最 大 应 为 
MA 4MPa。 而 离心 载 谷 造成 了 最 大 的 应 力 ， 其 峰值 达到 了 2470MPa (JJ 
图 13-23) ， 这 远 远 超过 了 屈服 强度 。 然 而 叶片 总 体 上 仍 处 于 弹性 区 ， 其 
上 的 平均 应 力 为 343MPa。 超 过 届 服 强度 发 生 塑性 的 区 域 非常 小 ， 其 具体 
位 置 如 图 13-24 所 示 ， 可 以 发 现 最 大 应 力 及 生 在 一 个 单元 上 ， 该 单元 的 深 
REA 0.37mm。 在 塑性 区 域 ， 弹 性 分 析 不 再 适用 ， 因 此 才 会 产生 一 个 不 切 
实际 的 应 力 值 。 
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13-23 由 离心 载荷 引起 的 Von Mises MI zx B 


NODAL SOLUTION 


(AVG) 


585 
794.444 
1004 
1213 
1423 
1632 
1842 

| 2051 
2261 
2470 





15-24 13-23 中 应 力 超出 届 服 强度 585MPa 的 塑性 区 


如 果 发 现 只 有 一 个 单元 的 应 力 值 突然 距 升 ， 通 第 代表 一 种 有 限 元 法 无 法 计 
算 正 确 应 力 值 的 情况 。 真 实 应 力 是 由 局 部 应 变 集 中 来 控制 的 ， 纽 们 和 尔 
(Neuber) 定律 给 出 了 真实 应 力 和 应 变 的 关系 ， 我 们 将 在 之 后 对 此 做 详细 讨 
论 。 这 里 如 果 做 一 个 弹 塑性 分 析 ， 将 发 现 塑 性 区 结构 的 最 大 应 力 仍 然 会 符合 材 
料 塑 性 原理 ， 仅 稍微 大 于 屈服 强度 。 但 是 弹 塑 性 分 析 不 会 改变 总 体 弹 性 区 的 应 
力 计 算 ， 因 此 在 这 个 算 例 中 我 们 并 不 需要 进行 弹 塑 性 分 析 。 

接 下 来 进行 自由 振动 分 析 ， 并 从 坎贝尔 图 (Cambell diagram) 中 及 现 了 第 
一 阶 弯曲 临界 固有 频率 为 344.50707Hz。 下 面 可 以 定义 非 稳 态 压力 : 
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SH UR +y) 


ol 


P, 22000N/m? 
y — Phaseangle 
图 13-25 给 出 了 叶 厂 根部 压力 的 谐振 曲线 。 与 此 类 似 可 以 做 出 叶片 每 
10% 区 间 内 的 10 个 点 上 的 叶 厂 段 的 压力 曲线 。 交 变 压 力 的 最 终 形式 为 : 
P cos(or 4 y/)2000 x 10? 


ol 


其 中 P = 2000N/m*. 


0.5 

ni doP, 

0.3 

0.2 x 

0.14» 
TE 





13-25 非 稳 态 压力 


K 13-2 给 出 了 叶 根 压力 的 实 部 和 虚 部 ， 它 们 确定 了 压力 在 图 13-25 中 的 
相位 。 这 些 压力 计算 的 样本 点 是 在 叶片 从 根部 到 端 部 的 不 同位 置 ， 以 及 从 螺旋 
桨 截面 的 前 缘 到 尾 缘 上 的 不 同位 置 ， 但 对 每 个 叶片 来 说 ， 这 些 样 本 点 都 在 相同 
的 线 上 。 这 些 计算 出 来 的 压力 随后 会 被 应 用 到 整个 时 片上 ， 其 分 布 遵 循 在 中 
心 截面 之 上 的 50% 单 元 和 之 下 的 50% 单 元 上 的 压力 相等 的 原则 ， 如 图 13-22 
所 示 。 





表 13-2 时 根 压 力 的 实 部 和 虚 部 分 量 ， 它 们 与 图 13-25 P H9512 E wy 
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dp 2B Real part Imaginary part 
= -一 2 1 
dp / P, (max) dp P. 000 x10 2 dun 


0.2 0.0004 160 0.000136812 


7j TREMA PE BY SC AS MI PV, nup D ee ie SS AN A e Cu 
0.01Hz) BETIS a AT. RED A STEEN CP MAD 0.13373MPa, ‘© 
会 控制 动态 应 力 值 ， 后 者 将 被 用 于 估计 基于 应 变 的 寿命 〈 见 第 18 380 。 在 应 
力 跃 升 区 域 的 峰值 应 力 为 0.9547MPa. 

我 们 取 共 振 时 的 等 效 阻 尼 率 < 为 0.00226， 即 0.226% ( 见 第 17.4 节 对 阻尼 
模型 的 讨论 ) 。 可 以 取 放 大 系数 为 1/2(=221.239。 稳 态 峰 值 应 力 0.9547MPa, 
因此 可 以 获得 的 动态 峰值 应 力 为 0.9547x221.239 = 211.2168MPa. 

早 在 拉 瓦 尔 (de Laval) 于 1883 年 发 明 冲 动 式 汽 轮机 之 前 ， 瑞 利 
(Rayleigh) 在 1877 年 就 给 出 了 基于 能 量 守 恒定 律 的 近似 方法 来 确定 甚 臂 叶片 
的 基础 模 态 和 转子 的 临界 转速 。 自 那 时 起 ， 对 固有 频率 和 临界 转速 的 确定 就 成 
为 设计 汽轮机 时 的 必须 步骤 。 由 斯 托 多 拉 CStodola) MERAS (Vianello) 
等 人 “开发 出 图 形 法 ， 邓 克 莱 (Dunkerley) H, Z&/K2£ (Holzer) H oK yz Sj 
斯 泰 德 (Myklestad) "4 和 普罗 尔 (Proh) 0 等 人 开发 出 表格 法 ， 随 后 这 些 方 
法 最 终 都 逐渐 让 位 于 有 限 元 法 。 所 有 这 些 都 发 生 在 不 到 100 年 的 时 间 里 。 如 前 
所 述 ， 由 于 能 够 建立 完整 的 结构 模型 来 包含 所 有 的 不 连续 细节 ， 以 及 能 够 更 快 
地 计算 结果 ， 有 限 元 法 已 经 成 为 今天 工业 界 的 标准 。 

今天 的 工程 师 们 在 使 用 商业 软件 进行 分 析 时 ， 需 要 记 住 以 下 的 知识 。 

(1) 弹性 理论 的 基础 是 非常 成 熟 的 。 对 任何 结构 ， 它 都 涉及 15 个 耦合 的 
偏 微 分 方程 ， 并 具有 15 个 位 移 、 应 变 和 应 力 的 未 知 数 。 

(2) 不 广 的 是 ， 我 们 很 难 对 这 些 偏 微 分 方程 进行 完整 求解 。 

(3) 过 去 人 们 发 现 应 用 基本 的 能 量 法 是 有 效 的 。 通 SAT AL E UE ER, 

可 以 对 应 变 和 应 力 场 进行 估计 并 得 以 求解 弹性 理论 方程 。 然 而 ， 这 些 方法 仅 限 
于 项 数 较 少 的 情况 ， 和 否则 无 法 获得 期 望 的 结果 。 此 外 ， 它 们 无 法 处 理 某 些 工程 
结构 ， 如 孔 、 槽 、 杖 头 和 倒 角 等 。 






































woad o R 


—180— 

C4) 当 数 学 家 们 在 不 断 答 试 对 茶 些 特定 类 型 的 弹性 问题 进行 求解 的 时 候 ， 
工程 师 们 发 现 采 用 材料 强度 法 可 以 更 加 方便 地 建立 问题 ， 并 能 够 对 理想 化 的 结 
构 一 一 例如 梁 和 板 一 一 进行 实际 求解 。 

C5) 材料 强度 法 并 不 适用 于 结构 复杂 的 静态 或 旋转 结构 ， 因 此 人 们 还 必须 
依赖 于 一 些 工 程 处 理 方法 一 一 例如 应 力 集中 和 安全 因子 等 一 一 来 进行 实际 
wile 

(6) EFTE 50 FERETE, mHE ES Aa A, Mita 
机 时 代 的 来 临 同 样 引 发 了 有 限 元 法 的 大 发 展 。 利 用 该 方法 ， 复 杂 的 结构 可 
以 被 离散 为 一 些小 的 有 限 单 元 结构 ， 在 这 些微 结构 中 满足 能 量 法 的 使 用 条 
件 。 有 限 元 法 回归 了 近似 求解 弹性 理论 方程 的 范畴 一 一 使 用 形状 函数 来 代 
表 位 移 场 。 

CI) 今天 工程 师 的 任务 被 大 大 简化 了 ， 绝 大 多 数 结构 问题 都 可 以 使 用 一 些 
了 商业 软件 按照 以 下 步骤 来 完成 。 

1) CAD 建 模 。 

2) 对 模型 进行 网 格 划 分 。 

3) FE Ma tap MI FLA o 

4) 求解 。 

5) 对 结果 进行 后 处 理 。 

(8) 尽管 利用 有 限 元 法 几乎 可 以 让 任何 人 都 能 求解 有 限 元 问题 ， 但 其 背后 
涉及 的 工程 问题 与 之 前 的 所 有 理论 和 方法 都 是 相同 的 ， 即 确定 结构 的 有 效 性 和 
完整 性 ， 并 解释 位 移 、 应 变 和 应 力 场 。 

(9) 今天 工程 界 的 另 一 个 主要 任务 是 估计 载 傈 本 身 ， 这 引出 了 流体 、 热 和 
电磁 场 的 分 析 问 题 。 当 然 ， 我 们 通常 需要 对 这 些 问 题 予 以 分 别 考虑 。 

(10) 另 一 个 重要 的 设计 领域 是 理解 结构 的 动态 特性 ， 包 括 共振 、 共 振 状 
态 下 的 应 力 和 基于 交 变 应 力 的 设计 寿命 。 

在 有 限 元 法 在 结构 领域 被 广泛 应 用 的 同时 ， 其 在 转子 上 的 应 用 却 落后 了 很 
多 年 。 直 到 1919 年 人 们 才 完 全 理解 了 静 子 和 转子 的 区 别 。 直 到 21 世纪 初 在 人 
们 学 会 构建 实体 的 转子 模型 之 前 ， 静 子 和 转子 都 一 直 被 分 开 处 理 ， 而 转子 都 被 
简化 为 梁 模型 。 而 对 转子 的 离心 效应 和 旋转 软化 效应 都 是 在 近年 来 才 被 加 以 研 
究 的 。 

尽管 转子 动力 学 问题 本 质 上 是 一 个 振动 问题 ， 但 由 于 其 某 些 特殊 性 ， 诸 如 
油膜 文 撑 和 偏差 等 效应 ， 它 通常 都 被 单独 处 理 。 我 们 将 在 下 一 章 中 探索 对 这 一 
问题 的 各 种 研究 和 开发 。 
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转子 动力 学 方法 


工业 革命 始 于 1780 年 瓦特 (James Watt) 发 明了 往复 直线 运动 的 蒸汽 轮 
机 ， 而 整个 19 世纪 都 验证 了 其 应 用 在 各 个 工业 领域 的 快速 发 展 。 不 幸 的 是 ， 
往复 直线 运动 的 蒸汽 轮机 具有 致命 的 问题 一 一 其 外 部 燃烧 的 原理 和 极 大 的 交 变 
载荷 限制 了 这 类 燕 汽轮机 的 速度 和 功率 。 于 是 工业 界 开始 寻找 蔡 代 系统 ， 即 纯 
旋转 系统 ， 并 由 此 开启 了 所 谓 “ 无 振动 机 器 ”的 时 代 。 虽 然 旋 转 结构 的 动力 学 
与 静态 结构 的 动力 学 本 质 上 都 是 研究 振动 现象 ， 但 两 者 间 具 有 很 大 的 区 别 ， 因 
此 必须 采用 不 同 的 步骤 和 方法 来 处 理 转子 及 其 振动 现象 。 

人 类 对 桨 结构 的 理想 化 始 于 文 去 复兴 时 代 。 达 分 奇 (Leonardo da Vinci, 
1452~1519) 对 固体 力学 的 研究 做 出 了 基础 性 的 贡献 ， 他 最 早 理解 了 染 雪 曲 的 
核心 思想 。 伽 利 略 CGalileo, 1564~1642) 的 工作 也 为 后 续 的 梁 结构 研究 做 了 
铺垫 ， 他 在 中 世纪 初期 人 们 对 运动 的 分 析 基 础 上 研究 了 对 加 速度 的 数学 处 理 并 
提出 了 惯性 的 概念 。 在 达 分 奇 对 染 的 这 曲 进行 研究 的 大 约 200 年 之 后 ， 科 学 单 
命 发 生 了 ， 在 这 一 伟大 时 代 中 ， 和 牛顿 (Isaac Newton, 1642~1727) 发 明了 微 
积分 和 变 分 法 ， 而 欧 拉 和 伯 努 利 则 在 之 后 的 1750 年 利用 变 分 法 建立 了 第 一 个 
全 面 的 梁 理 论 。 此 时 距 达 芬 奇 提出 梁 灾 曲 的 基本 思想 已 经 过 去 了 3 个 世纪 。 因 
此 从 严格 意义 上 讲 ， 梁 理论 是 科学 革命 时 期 的 产物 。 

在 染 理 论 建立 后 的 大 约 一 个 世纪 中 ， 尽 管 其 被 扩展 到 一 些 结构 中 一 一 例如 
1815 年 热 尔 受 〈Sophie Germain) 提出 的 板 理论 ， 但 其 在 旋转 结构 或 转子 振动 
问题 上 的 应 用 却 仍 是 一 片 空 日 。 在 此 期 间 ， 兰 爹 (William John Macquorn 
Rankine, 1820— 1872) 在 热 动力 学 一 一 尤其 是 莱 汽 轮机 领域 一 一 做 出 了 重要 的 
页 献 ， 其 1859 年 的 著作 是 第 一 本 实用 的 燕 汽 轮机 理论 书籍 。 兰 金 循 环 
(Rankine Cycle) 包含 了 热 动力 学 的 一 系列 过 程 ， 直 到 今天 仍 被 当做 评价 燕 汽 
电站 性 能 的 标准 。 而 到 了 10 年 后 的 1869 年 ， 兰 金 首 次 对 一 个 旋转 轴 进 行 了 分 
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析 ， 这 也 是 工程 界 第 一 次 有 人 和 尝试 理解 转子 动力 学 问题 。 他 的 分 析 考 虑 了 离心 
力 的 涡 动 并 印证 了 转子 临界 转速 的 存在 ， 他 还 正确 地 总 结 出 涡 动 转速 与 轴 在 受 
辟 击 时 的 模 问 振动 频率 相等 ， 由 此 可 以 计算 出 这 一 临界 转速 一 一 他 将 该 转 
速 定 义 为 离心 力 涡 动 的 极限 转速 。 在 当时 关于 转子 是 否 能 够 跨越 这 一 极限 
仍然 存在 疑问 ， 兰 金 做 出 的 假设 是 超过 临界 转速 后 系统 会 不 稳定 。 他 选择 
了 一 个 “不 蔷 的 ”模型 并 预测 : 超过 特定 转速 后 ，“ 轴 会 发 生 可 观 的 弯曲 
并 且 在 区 曲 状态 下 发 生 涡 动 ”。 他 还 将 这 个 特定 转速 定义 为 轴 的 “ 滴 动 转 
速 ”。 但 实际 上 ， 在 兰 金 选 择 的 这 个 模型 上 ， 其 径 回 挠 度 在 超过 潢 动 转速 
后 发 生 了 无 限制 增 大 。 兰 金 为 转子 动力 学 定义 了 “ 涡 动 (whirling) ”这 一 
术语 ， 因 此 在 今天 有 一 些 人 认为 由 于 他 的 研究 ， 转 子 动力 学 成 为 一 门 科 学 的 
时 间 可 以 提前 将 近 50 EP, 











14.4 拉 瓦 尔 ( De Laval ) 模型 


尽管 当时 对 转子 动力 学 的 理解 还 不 全 面 ， 拉 瓦尔 还 是 在 1883 年 成 功 建造 
了 第 一 台 冲 动 式 汽轮机 ， 其 转速 达到 了 40000r/min。 从 非常 简单 的 平衡 条 件 开 
始 ， 他 以 自己 的 符号 推导 出 了 涡 动 半径 ?的 关系 式 〈 尽 管 当时 涡 动 和 旋转 的 概 
念 还 未 被 清楚 地 区 分 ) : 








| Fg E (14-1) 





其 中 eb, SIN FEMI, MW 是 转子 的 重量 。 

当 分 母 为 零 时 ， 涡 动 半 径 为 无 限 大 ， 由 此 可 以 确定 临界 转速 。 拉 瓦尔 
证 明了 临界 转速 可 以 被 跨越 ， 而 且 在 y 接近 于 -6 时 转子 可 以 达到 稳定 的 高 
转速 。 本 质 上 拉 瓦 尔 的 这 次 尝试 首次 证 明了 一 个 单 上 自由 上 度 振 动 系统 与 一 个 
转子 的 等 效 性 ， 因 此 许多 人 倾 问 于 将 单 轮 盘 转子 模型 称 为 “ 拉 瓦 尔 转子 ?” 
CWA 14-1) 。 福 波 (F6ppl) 曾 对 拉 瓦 尔 转子 进行 过 讨论 。 瑞 利 
(Rayleigh) 使 用 能 量 法 提供 了 近似 方法 来 确定 转子 的 第 一 阶 临界 转速 〈 上 
be) Vl XB ¥ESE (Dunkerley) 推导 出 了 一 个 经 验 公 式 来 估计 临界 转速 的 下 
限 ”…。 而 在 拉 格 朗 日 对 静态 系统 进行 研究 的 一 个 多 世纪 之 后 人 们 才 证 明 一 根 
轴 可 以 有 多 个 临界 转速 。 斯 托 多 拉 (Stodola) 发 明了 图 形 法 来 确定 实用 转子 
的 各 阶 临 界 转速 ， 该 方法 在 后 来 的 50 年 里 被 广泛 应 用 ， 直 到 传递 矩阵 法 和 
数字 计算 机 的 出 现 。 
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图 14-1 拉 瓦 尔 (De Laval) 转子 


一 位 英国 铁路 工程 师 塔 沃 尔 (Tower) “在 1886 年 做 了 一 项 与 振动 无 直 
接 关 系 但 却 十 分 重要 的 试验 ， 他 在 研究 雷 诡 COsborne Reynolds, 1842— 1912) 
开发 的 润滑 轴承 的 摩擦 时 发 现 了 动 压 轴承 在 振动 系统 中 承载 时 体现 出 来 的 刚度 
和 阻尼 。 这 些 轴承 在 转子 动力 学 行为 中 发 挥 着 重要 的 作用 ， 因 此 一 直 古 20 H 
纪 中 的 一 项 重要 研究 课题 。 实 际 上 在 塔 添 尔 从 其 铁路 试验 中 发 现 油膜 轴承 中 的 
压力 稍 早 之 前 ， 一 位 俄罗斯 科学 家 佩 特 罗 夫 Petrof) “已 经 讨论 过 具有 同心 
轴 颈 的 轴承 。 索 未 菲尔德 (Sommerfeld) “中 则 首先 为 长 轴承 给 出 了 雷诺 方程 
的 解 。 

ÆA PLIK F 1883 年 友 明 冲动 式 汽轮机 后 ， 由 森 斯 (Charles Parsons) 很 快 
WETE 1884 年 建造 了 其 反动 式 汽轮机 ， 这 是 现代 电站 旋转 机 械 的 前 映 。 爱 迪生 
(Thomas Alva Edison, 1847~1931) 在 1878 年 发 明了 发 电机 并 在 1882 年 建立 
了 由 发 电机 了 驱动 的 纽约 珍珠 街 发 电站 ， 当 时 的 发 电机 功率 为 100kW 。 汽 轮机 
的 发 明 大 幅 推 动 了 旋转 机 械 行 业 的 发 展 ， 整 个 20 世纪 见证 了 发 电机 功率 从 
IMW 到 1500MW 的 快速 提升 。 

在 20 世纪 的 前 半 叶 ， 工 程 师 们 在 开 上 肥 产 品 时 依赖 的 工具 是 对 数 表 、 机 械 
SU tt AA. ARN, SAMARAS. Mal SSB, AS 5 34s 
人 类 对 能 量 的 巨大 需求 ， 工 程 师 们 开发 大 功率 旋转 机 械 时 所 用 的 工具 也 友 生 了 
巨大 变化 。 在 这 一 期 间 ， 半 导体 设备 取代 了 电子 管 和 中 间 县 花 一 现 的 晶体 管 。 
有 了 这 些 工具 ， 振 动工 程 师 们 得 以 将 基础 科学 转化 为 快捷 的 工具 ， 并 利用 这 些 
工具 实现 快速 设计 。 这 些 工 具 中 包括 仿真 和 优化 工具 ， 今 天 的 工业 界 广 泛 地 利 
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FA £1 ci ARR Ua > ak Bo SY [8] 2f Pas 68 pU Ag dg. AERE VC VE OK Hn f CT Jil 
期 并 加 快 先 进 产品 的 市 场 投放 。 这 些 工具 帮助 人 们 缩短 了 概念 和 现实 之 间 的 
距离 。 

一 些 早 期 的 转子 失效 发 生 在 第 一 次 世界 大 战 期 间苗 舰 的 推进 卉 轴 上 。 其 痛 
后 的 故事 是 : 当 推 进 右 的 轴 及 生 失 效 时 ， 设 计 师 们 感 党 轴 的 直径 过 小 不 足以 承 
受 其 所 传递 的 扭 符 ， 为 此 他 们 将 轴 径 增加 了 10%。 然 而 新 的 轴 工 作 了 不 到 原 
来 一 半 的 时 间 束 又 友 生 了 失效 。 之 后 设计 师 们 开始 认真 地 考虑 转子 失效 背后 
的 动力 学 问题 。 很 快 他 们 肥 现 轴 径 增加 后 固有 频率 更 加 贴近 激 振 频率 从 而 使 
失效 发 生得 更 快 。 霍 尔 效 (Holzer) “ “开发 了 简便 的 表格 法 来 确定 系统 的 
扭转 固有 频率 ， 该 方法 将 系统 离散 化 成 一 系列 刚性 惯量 ， 并 将 其 用 无 质量 的 
扭转 弹 千 连接 起 来 ， 随 后 按照 顺序 依次 计算 每 个 轮 盘 的 惯性 年 和 扭转 振幅 ， 
计算 每 个 轮 盘 时 部 假设 其 一 端 上 共有 单位 振幅 并 为 其 任意 选 定 一 个 初始 频率 。 
在 完成 整个 传动 链 的 计算 后 都 需要 对 边界 条 件 进行 检查 一 一 系统 的 整体 自由 
振动 惯量 应 当 为 零 。 显 然 由 人 为 选择 的 初始 频率 所 获得 的 结 末 是 不 准确 的 ， 
因此 堆 尔 效 握 出 了 一 个 迭代 方法 来 改变 频率 以 远近 真实 频率 。 对 于 转子 数量 
有 限 的 系统 来 说 ， 访 方法 非常 有 效 而 简便 ， 因 此 直到 计算 机 时 代 之 前 都 家 工业 
界 所 广泛 采用 。 


14.2 ARKH ( Jeffcott ) 的 转子 分 析 


即便 人 们 已 经 初步 理解 了 临界 转速 的 知识 ， 但 在 杰 夫 考 特 (Jeffcott) P” 
将 转子 动力 学 问题 定义 为 受 迫 振动 问题 之 前 ， 人 们 还 是 无 法 了 解 在 任何 一 般 转 
速 下 轴 的 行为 。 他 首次 展示 出 轴 实 际 上 并 非 绕 其 静止 位 置 旋转 ， 而 是 绕 其 自身 
的 中 心 线 进行 旋转 。 转 子 的 涡 动 实际 上 对 应 于 一 个 静态 结构 的 自由 或 受 迫 振 
动 。 这 一 发 现 对 理解 转子 动力 学 行为 非常 重要 。 转 子 一 一 由 连接 在 一 个 柔性 的 
无 质量 轴 上 的 转盘 构成 一 一 与 一 个 单 自由 度 弹 得 质 量 系统 是 类 似 的 ， 这 种 模型 
锌 命名 为 杰 夫 考 特 模型 ， 如 图 14-2 Br. 

这 里 我 们 展示 一 个 基本 的 杰 夫 考 特 转子 分 析 的 过 程 ， 模 型 中 包括 了 旋转 的 
单元 和 油膜 支撑 。 在 这 个 模型 中 轴 被 假设 为 无 质量 的 ， 而 轮 盘 被 假设 为 刚性 
的 。 转 子 的 总 质量 M 被 布置 到 轮 盘 上 ， 而 刚度 K 被 布置 在 轴 上 。 偏 心率 被 设 
为 £G=a。 转 子 绕 转 轴 以 角速度 o 旋转 ， 并 以 角速度 v RERI ERRET 
考虑 的 情况 中 ， 涡 动 与 旋转 同步 ， 即 v=o. 

在 图 14-3 中 ，O 是 轴承 中 心 点 ，E 为 轮 盘 的 几何 中 心 ，G 为 质心 ，OF=R 
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为 转子 绕 轴 和 承 中 线 的 涡 动 半径 。 轮 所 红包 ERU. cew 方 同 的 角速度 o 旋转 ， 而 
涡 动 被 假设 与 旋转 同步 。 但 涡 动 在 相位 上 滞后 于 EG 方向 的 不 平衡 力 向 量 ， 其 
相位 大 为 p。 由 此 可 以 按 其 备 目 方 回 写 出 惯性 力 、 刚 度 力 和 阻尼 力 。 
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图 14-2 杰 夫 考 特 (Jeffcott) 转子 模型 
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图 14-3 ERFIR 


2 
M S (2 & acosot) C E + Kz =0 
dt dt 


3 (14-2) 
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令 r=z+ijy， 上 述 方程 可 被 简化 为 : 
M SL cS. gy = Mage" (14-3) 
di? dt 
FH LEAS Rea EP ON PS A AS, BR Y BS S 
是 一 个 o^ 的 函数 。 这 一 例外 经 常 造成 误解 ， 使 很 多 人 无 法 识别 一 个 杰 夫 考 特 
转子 的 特性 。 然 而 对 转子 来 说 ， 我 们 需要 把 涡 动 半径 > =z + iy 当做 式 14-3 的 
解 ， 而 不 是 一 个 弹 千 质量 静态 系统 的 位 移 。 它 分 为 两 个 部 分 。 系 统 在 频率 
p-AKIM 时 的 自由 振动 等 同 于 一 个 静态 转子 或 者 一 个 单 自 由 度 系统 在 固有 频 
Xp MEE ERA). rf S38 JR 或 频率 为 w 的 稳 态 振动 的 幅 值 为 : 
R Q? 
一 二 一 一 一 (14-4) 
a Jd-O*Y +(2éQ) 
这 个 涡 动 的 幅 值 R BEF eR CO-op) 的 平方 增 大 。 此 处 的 相 
位 O 为 轴 的 质心 和 几何 中 心 连 线 EG 5 d WI 7; Il] OF WISE FA . 


= (14-5) 
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对 转子 问题 的 理解 起 源 于 承认 这 样 一 个 事实 : 即 所 有 的 转子 部 是 不 平衡 
的 ， 偶 心率 永远 存在， 要 么 是 由 于 材料 的 不 均匀 ， 要 么 是 由 于 偶 短 ， 要 么 两 者 
均 有 。 这 一 振动 激励 的 来 源 永 远 存 在 ， 这 一 点 与 一 个 静态 质量 弹 芷 系统 不 同 ， 
后 者 的 振动 需要 借助 外 力 。 这 一 问题 曾经 引起 了 很 多 人 的 疑惑 ， 即 为 什么 在 没 
有 外 部 激励 的 情况 下 转子 会 及 生 涡 动 ? 当 我 们 对 一 个 以 频率 o 旋转 的 转子 的 
目 由 和 受过 振动 进行 干扰 时 ， 在 固有 频率 p 时 自由 振动 会 由 于 阻尼 而 消失 ， 而 
SE B I SJ UE EA SJ MZ v=o 在 同步 涡 动 时 ) 下 具有 润 动 半径 ro RETES 
系统 和 转子 系统 中 部 有 日 由 振动 和 受过 振动 啊 应 ， 杰 夫 考 特 还 是 能 够 解释 两 者 
的 微妙 兰 民 。 因 此 我 们 将 单 目 由 度 转 子 称 为 太夫 考 特 转子 。 杰 夫 考 特 转子 的 分 
析 结 果 可 以 被 用 于 多 质量 转子 的 模 态 分 析 ， 其 使 用 方法 与 静态 系统 模 态 分 析 是 
相同 的 。 

这 里 还 应 注意 转子 的 临界 转速 是 由 静态 系统 决定 的 〈 这 一 点 与 静态 系 
统 的 固有 频率 相同 ) ， 一 个 例子 残 是 最 初 为 转子 应 用 开 友 的 普罗 尔 
(Proh) 方法 与 为 飞机 机 四 结构 开 友 的 米 殉 勒 斯 泰 德 (Myklestad) 法 是 相 
同 的 。 为 确定 转子 的 临界 转速 ， 我 们 所 需要 的 残 是 静态 转子 的 固有 频率 。 
转子 的 啊 应 本 质 上 是 由 于 不 平衡 造成 的 ， 因 此 将 转子 的 受过 振动 称 之 为 不 
平衡 啊 应 。 将 转子 动力 学 和 静态 结构 有 党 迫 振 动 区 分 开 的 实际 上 是 确定 不 平 
衡 啊 应 的 方法 。 
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14.3 流体 油膜 轴承 


与 静态 结构 不 同 ， 转 子 中 有 一 些 独 特 的 物理 现象 。 其 中 一 个 主要 的 现 
象 束 是 流体 油膜 支撑 。 在 一 个 多 世纪 之 前 ， 当 我 们 刚刚 开始 理解 转子 动力 
学 问题 时 ， 人 们 通 第 认为 轴承 内 的 润滑 油 可 以 减少 摩 探 并 由 此 降低 能 量 损 
失 。 而 一 个 非常 偶然 的 事件 让 人 们 认识 到 流体 油膜 所 做 的 远 远 超过 减少 靡 
EG A. 

塔 沃 尔 (Beauchamp Tower) “曾经 为 英国 铁路 公司 工作 ， 他 负责 试验 的 
主要 目的 是 确定 润滑 油 入 口 的 最 佳 位 置 。 他 在 轴承 上 和 外 了 一 些 洞 ， 但 在 每 次 试 
验 注油 时 只 开放 其 中 一 个 洞 。 然 而 ， 尽 管 他 采取 了 所 有 的 预防 措施 和 多 种 不 同 
的 压力 测试 手段 ， 他 还 是 无 法 控制 泄露 。 他 在 其 中 发 现 了 他 所 玖 悉 的 油 枫 行 
^j. fat (Osborne Reynolds) 随后 解释 了 这 一 现象 。 在 杰 夫 考 特 的 研究 工作 
之 后 ， 这 一 发 现 完 全 改变 了 转子 动力 学 的 准则 。 

雷诺 “解释 了 塔 沃 尔 的 试验 ， 图 14-4a 中 所 示 的 油 横 中 的 流体 被 分 成 两 个 部 分 : 

(1) 一 个 速度 流 ， 油 膜 在 静态 表面 上 静止 ， 而 在 移动 表面 上 以 同样 的 速度 
随 着 表面 移动 ， 在 两 个 表面 间 流 速 线性 变化 ， 如 图 14-4b 所 示 。 移 动 的 表面 无 
法 承受 任何 载荷 ， 而 且 除 非 油 膜 是 可 压缩 的 ， 人 否则 该 速 度 流 本 映 无 法 单独 存 
人 在， 因为 其 在 轴承 体内 不 满足 质量 守恒 。 

(2) 男 一 个 部 分 是 一 个 纯 压 力 流 ， 它 可 以 将 油膜 挤 压 出 去 并 承受 垂直 方 问 
的 载 傈 ， 如 图 14-4c 所 示 。 














| 移动 曲面 


b) 





图 14-4 一 个 油 棉 中 的 压力 情况 
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c) 


d) 





图 14-4 ”一 个 油 棉 中 的 压力 情况 ( 续 ) 

(3) 上 述 的 速度 流 和 压力 流 组 合 在 一 起 ， 束 可 以 解释 一 个 不 可 压缩 的 油膜 
是 如 何在 轴承 体内 满足 质量 守恒 的 ， 如 图 14-4d 所 示 。 

在 入 口 和 出 口中 间 的 某 个 截面 上 ， 压 力 流 不 存在 且 压 力 达 到 峰值 。 此 时 由 
移动 表面 承受 的 载 生 等 于 压力 曲线 下 的 面积 。 

这 一 油 模 行为 的 可 能 原因 是 多 种 多 样 的 ， 例 如 轴承 腕 体 的 弹性 变形 、 油 膜 
内 的 温度 梯度 等 。 

图 14-5 显示 了 一 个 滑动 轴承 的 几何 。 








图 14-5 一 个 滑动 轴承 
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轴承 中 心 点 C 和 轴 心 点 C'HE SHAN AA, CRRA WB 87J 
a。 其 最 大 间 际 为 LJ、 最 小 间 际 为 RK， 以 及 在 这 两 者 之 间 变 化 的 间 际 A. 4E 
形成 了 一 个 油 枫 一 一 后 者 在 轴承 行为 中 发 挥 着 重要 的 作用 。 

在 任何 角度 9 的 油膜 厚度 天 可 以 表示 为 一 个 顶 际 c Mib n=e/c 的 函数 : 

h=c(1+ncos@) (14-6) 

在 任何 角度 0 的 压力 p 的 控制 方程 将 取决 于 轴 心 半径 r. 油膜 厚度 à. Th 
性 系数 人 和 速度 o: 
] 8 D E: oh oh 




















cpu ico Cu (14-7) 
D X aDa A 


对 一 个 给 定 的 轴承 几何 和 转速 ， 压 力 、 仿 心率 和 姿态 角 是 相关 的 。 偏 心率 

和 姿态 角 是 无 量 纲 的 ， 工 程 师 可 以 推导 出 一 个 针对 轴承 的 无 量 纲 载 谷 参数 《如 

针对 压力 ) ， 而 不 需要 去 处 理 压 力 的 单位 。 索 末 菲 尔 德 (Sommerfeld) P^ “| 曾 
经 推导 过 这 样 的 参数 ， 访 参数 被 合 名 为 索 末 菲尔德 数 〈Sommerfeld Number). 

s- uDLN (=) 














(14-8) 





W C 

一 个 轴承 的 索 末 菲尔德 数 取决 于 粘性 系数 yj、 直径 D, KE L A rs 为 单 
位 的 转速 N、 径 向 载荷 W. 半径 > 和 间隙 c。 对 一 个 给 定 载荷 和 转速 的 轴承 ， 我 
们 是 可 以 计算 S 的 。 而 轴 心 的 位 置 参数 一 一 例如 偏心 率 n=e/c 和 姿态 角 o 一 一 则 
可 以 由 雷诺 (Reynold) 稳 态 方程 确定 ， 并 通过 图 形 曲 线 格式 提供 给 设计 人 员 。 

今天 的 数值 方法 可 以 获得 精确 的 三 维 轴承 状态 解 ， 但 最 初 索 末 菲尔德 却 只 能 
考虑 一 个 长 轴承 ( 即 > D〉 并 进行 近似 。 后 来 奥 科 维 克 (Ocvirk) 求解 了 短 轴承 
CHI L« D) 问题 。 奥 科 维 克 的 解 更 加 接近 通用 轴承 ， 其 结果 如 图 14-6 所 示 。 





SS 





图 14-6 典型 的 轴承 轴 心 轨迹 图 


运 今 为 止 采 用 索 末 非 尔 德 的 长 轴承 假设 仍然 无 法 获得 有 限 长 度 的 动 压轴 承 
的 状态 特性 。 而 利用 奥 科 维 死 得 到 的 短 轴承 解 ， 工 程 师 可 以 快速 地 观 穴 到 特殊 
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轴承 共有 4 个 线性 刚度 系数 和 4 个 阻尼 系数 ， 因 此 一 个 油膜 可 以 被 表示 为 
一 个 8 个 系数 的 轴承 。 这 些 系 数 可 以 通过 数值 方法 来 确定 。 
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W, = Wo + W, Az + W Ay 十 W ;Az + W, Ay 
W, -W,tK.AztK,Ay t C, Az c C, Ay 
W, =W, t KAZ +K „Ay +C AZ +C pA 


oW. E 
K, = COME E (W. . i pay 


对 一 个 短 轴 承 来 说 ， 其 直接 耦合 刚度 、 交 叉 耦 合 刚度 和 阻尼 系数 可 被 求 出 
并 如 图 14-7 Arash?! 
轴承 中 力 的 关系 可 以 表达 为 : 


p C. C Z K, K; 和 
PF, p C, C, AG Ky. Ky, bl SIE 
Zi FA SÉ TRI THE c ZT] A EEK ETF Je HU o8 SORS GUTES DEXUE— 
DERE P^ K 为 负 值 。 对 具有 油膜 文 撑 的 无 阻尼 转子 来 次 ， 杰 夫 考 特 方 程 


一 一 式 14-2 一 一 可 被 修改 为 : 











(14-9) 














2 
MÅ- (+ acoso)  K(z - 2) -0 
f 


M S tasinot) + KO s) -0 (14-11) 
K(z—-Z,)) =2K Zy + 2K ,yo 
K(y = Yo) = 2K,, 2) + 2K, y, 
首先 考虑 一 个 无 阻尼 的 滚动 轴承 一 一 对 滚动 轴承 交叉 耦合 系数 为 零 ， 此 时 
可 以 按 竖 直 和 水 平方 向 依次 考虑 轴 的 刚度 和 轴承 的 刚度 ， 随 后 转子 具有 两 个 分 
离 的 固有 频率 或 临界 转速 ， 由 下 式 给 出 : 
2K_K 2K „K 


"^O 2K,+K ” 2K,+K 


2K_K 2K „K 
Eccc 
(2K. +K)m (2K,, + K)m 
Id] 
EN 动力 学 及 其 发 展 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0000 0,,2,2,,2..22tttttttttttctc 
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b) 
图 14-7 一 个 短 轴 承 的 刚度 和 阻尼 系数 
由 此 可 以 获得 式 14-11 的 固有 频率 为 : 
] 
2 2 3 2 2 2 
Di» Ud *t0,)X(o — ©; ) Lb 450, O; 
[rp 


(14-13) 
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K K 
Gy =—;0; =— 
M M 
= Ki ‘ = Ky 
A K, > {> K, 


_ K|2K QK „+K)-4K,K ,, | 
(2K„ + K)(2K,, + K)-4K_,K ,, 
K| 2K,,(2K,, +K)-4K,,K ,| 


zy ~ yz 


? QK. K)OK, -K)-4K,K , 


Z 


1 


2K K? 
QK.. +K)(2K,, + K)-4K,,K ,. 
2K,K^ 
21 LL oe 
(2K,,+K)(2K,,+K)-4K_K ,, 


注意 到 交叉 耘 合 刚度 Ky. 可 能 为 负 值 ， 在 此 情况 下 ，K2z1 (以 及 um) 可 能 
为 负 值 ， 且 式 14-13 中 平方 根 内 的 项 也 可 能 为 负 ， 因 此 可 能 导致 临 界 速 度 的 解 
不 存在 (这 也 意味 着 失 稳 ) 。 而 实际 上 也 出 现 过 这 样 的 情况 ， 即 使 在 不 考虑 阻 
尼 的 情况 下 ， 一 个 临界 转速 也 有 可 能 消失 。 这 是 转子 的 一 种 独特 的 现象 ， 在 结 
构 动 力学 中 不 会 出 现 1。 

由 于 转子 的 响应 被 表示 为 涡 动 ， 因 此 可 以 很 方便 地 将 三 次 方程 的 解 当 作 正 
进 动 和 反 进 动 。 从 转子 的 一 个 偏心 点 a 处 计算 的 涡 动 半径 可 以 由 带 有 余 弱 和 正 
弱项 的 受 迫 振动 方程 的 解 获 得 。 这 些 三 角 函 数 项 被 表示 为 如 下 的 指数 形式 。 


Ki 




















P | 
t —— lot 4 —lot 
COS (D ^ (e e“) 
sin wt = EC Ap) 
将 正 进 动 和 反 进 动 分 别 表示 为 rx 和 六， 可 以 确定 无 量 纲 的 响应 为 : 


— + dot — —iot 


r=r e ure 


其 中 


rm l (a; +o; — 20°) -i — {4,07 ) 
(c — o o] — 0°) — uso o5 


NEU ER 2 2 
— ad) 4 
zn del (oj —e5)*i(1505 + HO ) | 


2. | (@ - e (a — a) - 14440; 0; 
ie ka 
械 | 动力 学 及 其 发 展 
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从 时 刻 t=0 开始 ， 我 们 可 以 增加 正 进 动 和 反 进 动 的 向 量 来 获得 整体 响应 。 
与 结构 振动 不 同 ， 这 些 向 量 之 和 会 形成 一 个 椭圆 形 的 涡 动 ， 其 原因 是 频率 和 刚 
度 在 两 个 垂直 方向 上 的 差异 。 如 果 正 进 动 的 向 量 大 于 反 进 动 的 向 量 ， 整 体 将 发 
生 正 进 动 ， 即 涡 动 方 向 与 转子 旋转 方向 相同 ， 否 则 将 发 生 反 进 动 … |。 

刚 特 (Gunter)“ 给 出 了 如 下 一 个 转子 的 实例 : M=54.432kg; K=1.387x 
10 Nm; 刚性 轴承 的 临界 转速 为 4820r/min; Ks=4.16x10'N/m; K,,=1.01% 
10'N/m; K-,=3.12x10'N/m; Ky; = 4.16x10°N/m. 

如 图 14-8 所 示 ， 我 们 可 以 得 到 两 个 截然 不 同 的 临界 转速 m 和 pil. HE 
个 临界 转速 之 间 ， 转 子 发 生 反 进 动 。 涡 动 轨道 如 图 14-9 所 示 。 在 实验 室 测试 
中 可 以 清楚 地 观察 这 一 反 进 动 。 
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0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 


转速 -rpm 
14-8 Wi (Gunter). 实验 转子 的 响应 

Bit (Morton) 的 压缩 机 转子 具有 一 根 直径 为 19.05cm 的 轴 ， 其 总 质 
mY M=453.6kg。 其 中 的 圆柱 滑动 轴承 直径 为 10.16cm， 长 度 为 5.08cem, MK 
为 0.01016cm。 在 工作 温度 下 润滑 剂 粘度 为 0.00568Nsec/m”。 刚 性 轴承 的 临界 
转速 为 8600r/min， 由 此 可 以 得 到 刚度 为 K-3.68x10 Nm。 此 轴承 的 其 他 耦合 
刚度 如 下 : Ki=1.839x10°N/m; K5-2.004x10*N/m; K12=1.340x10°N/m; K»i- 
-1.026x10 Nm。 注 意 到 Koi 为 负 值 。 

由 此 获得 的 不 平衡 响应 如 图 14-10 所 示 。 

在 没有 任何 阻尼 的 情况 下 ， 这 个 具有 负 交 叉 耦 合 刚度 的 轴承 并 没有 两 个 临 
界 转 速 。 最 初 人 们 以 为 这 是 因为 两 者 过 于 接近 所 以 无 法 识别 其 又 异 。 但 在 
不 经 意 间 ， 人 们 发 现 流体 油膜 轴承 这 一 物理 系统 中 确实 存在 负 刚 度 。 负 刚 
度 不 是 一 个 空想 的 概念 ， 而 是 现实 存在 的 现象 。 这 里 的 转子 并 未 展现 出 任 
何 反 进 动 现象 。 
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Be FEL UG (Subbaiah) 等 人 “设计 了 一 个 实验 装置 来 观察 两 个 临界 转速 间 
的 反 进 动 。 一 个 重 为 9.07kg 的 转子 被 安装 到 一 个 刚度 为 88400N/m 的 轴 的 中 
心 ， 该 转子 还 包含 一 个 直径 为 2.54cm、 长 为 2.54cm、 间 阶 为 0.0188cm 的 圆柱 
滑动 轴承 ， 其 润滑 剂 粘度 为 24cp。 在 实验 中 可 以 观察 到 在 两 个 临界 转速 间 存 
在 如 图 14-11 所 示 的 反 进 动 。 


(转速 为 6478rpm 时 达到 峰值 
| I I z 





25p---r---*---4Z---F- 
站 EN NEA 
- i5 ios 
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() ces ii i 
0 2000 4000 6000 8000 10000 
转速 —rpm 
图 14-10 RH (Morton) 压缩 机 转子 的 不 平衡 14-11 在 转子 以 2500r/min 逆 时 人 针 
响应 ， 其 圆柱 滑动 轴承 的 交叉 耦合 刚度 为 负 值 旋转 时 发 生 的 顺 时 针 涡 动 





因为 轴承 的 重要 作用 ， 一 些 学 者 在 设计 时 对 轴承 进行 了 优化 的 研究 ， 例 如 
HE (Bhat) 等 人 呈 使 用 范 德 普 莱特 (Vanderplaats). 法 ”所 进行 的 工作 。 


14.4 油膜 失 稳 


转子 在 油膜 力作 用 下 会 产生 不 稳定 的 自 激 振 荡 ， 这 与 由 于 不 平衡 造成 的 大 
幅度 涡 动 是 不 同 的 概念 。 这 一 现象 义 被 称 为 油膜 涡 动 或 油膜 振荡 ， 最 早 是 由 纽 
科 克 (Newkirk) 和 泰勒 CTaylaor) PUR HW. BAF (Robertson) US, 3E 
卡 斯 (Pinkus) 和 斯 特 林 奇 (Sternlicht) H., 3* E AE (Morrison) 和 彼得 森 
(Peterson) 一 讨论 了 这 一 现象 并 得 出 了 一 些 简 单 的 设计 准则 。 而 伦 德 
(Lund) “的 则 为 油膜 轴承 的 设计 和 稳定 性 提供 了 一 个 全 面 的 方法 ， 对 此 读者 
还 可 以 参考 [66, 671, 

纽 科 克 (Newkirk) 和 泰勒 (Taylaor)“"| 发 现 油膜 轴承 可 能 造成 转子 发 生 
大 幅度 涡 动 和 失 稳 ， 即 油膜 振荡 的 现象 。 我 们 之 前 看 到 过 油膜 承载 时 涉及 两 个 
器 量 流 ， 即 速度 流 和 压力 流 。 压 力 法 是 其 承载 能 力 的 关键 ， 如 果 这 个 问 量 比较 
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^^, VU SH AR MBE KA EA, TM RK Se AR, We SK HH boe fF 
Hf. 

对 非 压缩 流 ， 单 独 的 速度 流 会 造成 超 量 的 流体 进入 油 攀 ， 并 抬 高 轴 心 以 便 
为 其 提供 更 多 的 空间 。 由 于 超 量 润滑 油 的 连续 抬升 作用 会 引起 轴承 轴 心 围绕 轴 
承 的 中 心 发 生 涡 动 ， 这 种 涡 动 被 称 为 油膜 振荡 。 达 到 平衡 时 其 所 引起 的 油膜 振 
AMR "将 恰好 等 于 旋转 速度 o 的 一 半 。 

图 14-12 显示 了 仅 在 速度 流 作 用 下 的 轴承 作用 ， 其 平衡 方程 为 : 进入 流 
下 = 出 流 Fc wn Fy. BU 











= ERC +e)= = ERC —e)+2LR(ev) (14-14) 


HA th nf i BME v-21/2o. 





图 14-12 轻 载 轴承 





我 们 可 以 从 图 14-13 中 的 坎贝尔 Campbell〉 图 中 解释 油膜 的 失 稳 。 

图 中 标 出 了 “同步 (Synchronous) ” 线 ， 即 1Hz 每 转 线 ， 它 给 出 了 传统 
的 不 平衡 激励 和 临界 转速 的 定义 。 图 中 还 标 出 了 “ 半 频 率 (Half 
Frequency) ” 滴 动 线 ay (1/2x) £k. 

在 任何 转速 下 ， 当 扰动 转子 时 ， 转 子 会 以 对 应 的 固有 频率 发 生 涡 动 。 而 在 
超过 临界 转速 后 ， 转 子 会 持续 在 高 于 1/2 转速 的 固有 频率 上 受到 瞬 态 激励 ， 直 
到 半 频 率 线 和 国有 频率 曲线 相交 的 点 。 在 这 个 转速 下 ， 转 子 以 1/2 转速 的 频率 
发 生 涡 动 ， 访 转速 被 称 为 失 稳 转速 。 在 抵达 该 转速 之 前 ， 瞬 态 运 动 会 在 阻尼 作 
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用 下 逐渐 消失 ， 而 超过 该 转速 之 后 油膜 振荡 变 得 不 可 控 ， 此 时 我 们 说 系统 肥 生 
了 负 阻 尼 ， 并 且 对 系统 增加 了 能 量 。 当 进一步 增加 转速 时 振 沪 变 得 更 加 不 
可 控 。 





ARS 
应 频率 同步 涡 动 





RAZ) 


一 阶 临 AA] ”转子 转速 
界 转速 值 转速 


图 14-13 ” 涡 动 频率 为 旋转 速度 1/2 时 的 坎贝尔 图 





图 14-4 显示 了 一 个 典型 的 涡 动 啊 应 。 油 膜 总 体 上 的 非 线 性 使 其 在 半 临 界 
转速 时 具有 较 高 的 谐振 啊 应 ， 因 而 缓慢 通过 该 转速 时 我 们 可 以 在 氮 A 处 观察 
到 一 个 很 小 的 峰值 啊 应 。 
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图 14-14 在 缓慢 加 速 试 验 中 的 涡 动 啊 应 





传统 的 不 平衡 啊 应 会 在 达到 点 B 的 临界 转速 时 引起 共振 ， 此 时 转子 发 生 
共振 振荡 。 在 共振 振荡 之 后 ， 转 子 从 点 C 处 开始 变 得 平稳 ， 而 且 在 传统 文 返 
弹 竹 的 作用 下 会 保持 这 种 平稳 状态 。 而 当 转 速 抵达 点 D 时 ， 转 子 由 于 油膜 振 
荡 而 发 生 失 稳 ， 此 时 轴承 开始 丧失 其 承载 能 力 而 涡 动 开始 增 大 。 点 OE 代表 一 
个 非 钊 大 的 涡 动 ， 称 为 油膜 振 沪 ， 它 完全 由 于 油膜 失 稳 而 引起 。 这 个 涡 动 的 频 
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率 小 于 0.5w%。 在 失 稳 条 件 下 ， 涡 动 频率 始终 保持 在 0470 左右 。 在 振动 频谱 
中 出 现 这 一 频率 是 由 于 油膜 振荡 或 者 轴承 松动 。 

本 书 作者 等 人 "1 曾 进 行 过 一 个 实验 室 试验 来 观察 油膜 振荡 现象 。 试 验 装 
置 是 一 个 专 为 此 特制 的 模拟 仪器 ， 如 图 14-15 所 示 。 而 涡 动 响应 的 振幅 则 标注 
在 图 14-14 rH, 











14-15 对 油膜 振荡 的 测试 装置 





现在 可 以 写 出 一 个 具有 人 负 交 又 焰 合 刚 度 的 杰 夫 考 特 转子 的 特征 值 和 涡 动 啊 
应 的 控制 方程 ”: 
Mz+K,z+K,,y=0 


14-1 
My+K,y+K,,z=0 ( 5) 
由 下 式 可 以 获得 该 方程 的 复数 特征 值 > = e”. 
K, +4°M Kz 
ses 
An OL (14-16) 
Vue ay ur ins K +K, 4 eet 
M M? 


OURAN SEERA IE, WWE TEBE DION FA aoe el KSPR REA 
如 有 果实 部 为 负 值 ， 则 瞬 态 扰动 会 逐渐 消失 ， 系 统 保持 稳定 。 RE 
的 转子 ， 其 不 平衡 啊 应 中 没有 显示 出 临界 转速 的 存在 ， 其 特征 值 的 计算 结果 如 下 。 
A^ +0.847 x10°A* +0.246x10° =0 


ie | -0.847 x 10° + J0.718 x10" — 0.984 x Tu 


= —0.424 x 106 0.258 x 106i 
A,» =190.166 + 678.353i 





(14-17) 
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Tr EE RR) eB eS lA HK, Eb Se IN E A MN 
678.353rad/s, BU 6478rmin。 此 时 啊 应 出 现 峰 值 。 然 而 ， 由 于 这 里 的 实 部 为 
正 ， 转 子 是 可 能 发 生 失 稳 的 ， 除 非 有 其 他 的 阻尼 存在 来 阻止 失 稳 。 这 一 瞬 态 吕 
应 为 : 

z= gel too: (Ae ee j Be eer ( 14-18) 

因为 根 的 实 部 为 正 ， 响 应 的 峰值 发 生 在 6478rmin。 莫 顿 在 计算 不 平衡 响 
应 时 忽略 了 不 稳定 的 瞬 态 啊 应 ， 因 此 得 到 了 比较 小 的 滑动 幅度 。 但 是 实际 上 了 瞬 
态 啊 应 是 应 当 被 考虑 的 ， 以 确定 是 否 会 发 生 不 稳定 。 

伦 德 (Lund) “ 和 本 书 作 者 “设计 了 简单 的 设计 方法 来 寻找 刚性 转子 
和 和 柔性 转子 在 油膜 振荡 下 失 稳 的 转速 国 值 。 

M2+C 2+C y+K,z+K,y=0 


























. . (14-19) 
Mzc-*C,ytC,ztK,ytK,z-0 
FR Tres EY BR TELA D ze EIE ELT B SEHE JE. Dit n] DR 73: 
z 2g" 
- (14-20) 
JE 
因此 有 : 
K -v'M +ivC, K„+ivC, 
. 2 = (14-21) 
A 人 LC K,, -V M «1vC,, 
XL EET OR, FRESE TRS BRETT FY 4 : 
(K,-v^MYK, -vVM)-K,.K,  , 
SY 
C_C,, -C,C 
ze up LANE (14-22) 
(CLE, + CVKEL)- CLE, CSKS ary 
OPE 
对 上 式 进行 无 量 纲 化 可 得 : 
2 2 
t _ Mv lk _ Mv C |-k K 
22 W VYY W Ves ZY v? 
C.K +C K. -C,.K, -C_K,, M aC Y NA 人 NT MZ 
(Ce, * CK.) Ce, Co MVC _ 对 给 定 $ 来 说 得 到 常数 K 
CG W 
eer as eo 
W W 
(14-23) 
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通过 式 14-8, IN 14-23 中 的 第 一 个 方程 可 被 与 为 : 
一 ”一 ry 2 
C,C, -C,C, MCo 
E KDE (R) 
MC4n WS? 








(14-24) 


G 
T A TE Fe T HIR fa N E RAN X. DUI n] ELS S8] E R Fa E F E 
Sthreshold 的 标 准 如 P o 


2 
(E 
C (14-25) 


KCE —C,,C,,) 
2 TS threshold (K.. H KK yo K) -K mw 

通过 一 个 等 效 的 双 轮 盘 杰 夫 考 特 转子 ， 伦 德 (Lund) ”给 出 了 求解 一 个 
柔性 转子 的 失 稳 转 速 的 步骤 。 本 书 作者 “' ” 则 使 用 了 这 一 步骤 来 例证 这 个 方 
法 。 今 天 我 们 已 经 拥有 了 分 析 方 法 来 寻找 分 布 式 转子 的 瞬 态 啊 应 和 失 稳 转速 ， 
这 些 方法 将 在 后 面 被 向 要 介绍 。 


145 fh Al FT 


D) Hs HH AK ER PINAR f 7 Re REB EH. ETE AiR FH 
AH) 8 个 系数 ， 包 括 刚 度 的 线性 属性 和 阻尼 系数 。 在 上 面 的 章节 中 已 经 看 
到 交叉 烛 合 刚度 项 可 以 对 转子 起 到 阻尼 的 作用 ， 从 而 限制 在 不 平衡 啊 应 时 
涡 动 的 幅度 。 在 所 有 的 动 压轴 承 中 还 存在 着 十 接 和 区 叉 炎 合 阻尼 ， 因 此 ， 
快速 评估 这 些 阻尼 项 对 共振 中 的 转子 所 起 的 放大 作用 就 顺 理 成 革 地 成 为 了 
设计 师 的 愿望 之 一 。 本 书 作者 "” 曾 论述 过 采用 质 因子 的 概念 来 描述 这 个 问 
题 ， 这 里 简要 介绍 如 下 。 

首先 使 用 一 个 如 图 14-2 的 杰 夫 考 特 转子 ， 并 采用 一 个 刚性 轴承 。 这 
个 轴承 的 属性 被 分 解 为 8 个 刚度 和 阻尼 系数 。 随 后 得 到 了 如 下 的 运动 












































方程 。 
Mz+K,z+K,, y= Mao cosat 
My+kK,y+K,, z= Mao snot 
其 中 
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| K'K/QK, «K)-AK Ky | 
(2K - K)QK, +K )-4K, Ky 


1 


* 


2 


_ K'[2K, "OK, IK AKSK | 
CK + K')QK,' +K°)—4K,, K yz 


"E 2K, K” 
a * * * * * * 
(2K,, + K')QK,' * K') -KJ'K y 
* yz 


21 


(2K. +K Ky +K )J- AK, Ky 
K -K-ioC 
K, =K, *ioC,, 


由 此 可 得 不 平衡 响应 : 


| 5 (Oi te. —20°) -il(u a,” - umo?) 
() ee 








2 (a^ —@ o, —o)-u, C “1 0 
*) *) . * *) * o *) (14-28) 
| 2% [C -0, )-ti(u5 0," + Lh 0 ) es 
GO LAT U. em 
(Q, oO QO, Q')-— Lh © ^ Ly @, 
其 中 
" ; (14-29) 
. Ky 2 K,, 
1 KÝ 2 K, 


由 式 14-28 给 出 的 不 平衡 响应 可 以 被 确定 为 转速 和 峰值 发 生 位 置 的 函数 ， 
并 且 由 此 可 以 获得 质 因 子 。 为 了 得 到 质 因子 ， 作 者 首先 ro 假设 交叉 耦合 刚度 
和 阻尼 的 影响 可 以 被 忽略 ， 因 此 只 保留 直接 刚度 和 阻尼 项 。 这 种 情况 下 响应 可 
以 被 简化 ， 而 式 14-26 中 的 方程 可 被 解 看 为 ; 


MZ Cz K,z= Maa cos ot 








= = (14-30) 
My+C,y+K,y = Mav’ sin ot 


甘 


Ae 2(2CK ^ +2Cw’C.,” + @ C^ C, +K’C_) 
] (2K,, - KY - o 2C, - CY 
2 2 2 2 一 2 2 
= 2QCK, -2Co"C, +o CC, + K°C,,) 
' (2K, +K) +@°(2C,, * CY 


LL 
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F 


Ws 
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pate o CC, )QK., + K) +2@°(CK,, + KC,)(2C, +) 


Z 








(2K. +K) +a (2C, - CY 


(14-31) 
gz 285,- o CC, )QK,, + K)+2068° (CK „+ KC,,)(2C,, +C) 
Á QK,, +K) +@°(2C,, +C) 
对 式 14-30, z 和 yy 方 同 的 阻尼 比分 列 为 : 
= C 
6; 7 = 
24K. M 
= (14-32) 
ae 
2,/K,M 


如 果 轴 的 阻尼 与 油膜 阻尼 相 比 可 以 被 急 略 ， 则 式 14-31 可 以 被 简化 为 : 


2K^C 
C ZZ 


" (OK, -KY «o! QC, Y 


2 
: 2K2C, 


C2 c; ED 
yY 2 2 2 
(2K,, - K) 十 O (2C) 
. K|2K.QK. «K) «o^ QC, | 
(2K, - KY +o QC, y 


"m 


(14-31a) 


2 2 
, KDK,QK,*K)*o QC, | 


y 2 2 2 
(2K,, +K) +0 (2C,,) 


则 对 应 的 阻尼 比 为 : 
: C 
y = 二 
2JK.M 





2 = 


实例 1: 轻 阻 尼 转 子 





2|K,M 


(14-32a) 


考虑 14.3 节 中 刚 特 的 转子 。 由 式 14-31a 可 得 : 


~ 


C, =1955.2Ns/m 


K, =1.25x107 N/m 


C, = 637.9Ns/m 


K, = 0.824x10' N/m 





在 Z Jj [5] , 


p. =479.212rad/s 或 4576.14r/min 
C., =52000Ns/m ; €, = 0.0375 


Q. =13.3333 





a 
械 | 动力 学 及 其 发 展 


—205— 
可 以 注意 质 因 了 于 对 应 于 无 阻尼 的 共振 ， 而 啊 应 的 峰值 可 能 远离 共振 条 件 。 


2 
r 


l Z 
H ch J% ` = =| , fe ja H A Ag YA FO. i, 
其 中 峰值 发 生 在 7 ms fi Js AY Zr REUS] Ag p ü- Py x QE 


l 
由 此 可 得 峰值 响应 处 〈4582.55rmin) KATH 75. org 








=| 3.342) 24 
TE y AA, 





p, =339.078rad/s 或 3715.42r/min 
Co = 42355Ns/m; ¢, = 0.015 
Q, = 33.3333 
峰值 响应 处 (3716.257r/min〉 的 放大 因子 为 4, = 33.337. 
实例 2: 重 阻 尼 转 子 
考虑 14.3 节 中 英 顿 的 转子 : 
C, =135000Ns/m 
K, =3.13x10°N/m 
C, =133000Ns/m 


K, 22.86x10* N/m 











TE z Jj ln), 
p, =830.6836rad/s 或 7932.444r/min 
C, = 753520Ns/m; é, = 0.179 
Q, =2.839 
峰值 响应 处 (8199.5r/min〉 的 放大 因子 为 A; = 2.839. 
在 y 方 问 ， 


p, = 794.1rad/s 或 7583r/min 
C,, =720408Ns/m; é, =0.185 
Q, =2.7 
峰值 响应 处 〈7856.24rmin) 的 放大 因子 为 A, = 2.750. 


14.6 陀螺 效应 


瑞 利 (Rayleigh) “最 先 分 析 了 安装 在 一 根 静 止 轴 上 的 轮 盘 的 转动 惯量 。 
斯 托 多 拉 〈Stodola)““ 研究 了 转动 惯量 效应 并 认为 其 是 一 种 陀螺 效应 ， 它 引 
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起 了 固有 频率 的 分 离 并 在 固有 频率 之 间 产 生 了 反 进 动 。 格 林 (Green) “拓展 
了 对 柔性 转子 临界 转速 的 陀螺 效应 研究 。 丹 : 哈 同 (Den Hartog) “J 和 铁 木 辛 
哥 〈Timoshenko ) 讨论 了 同步 和 非 同 步 涡 动 的 陀螺 效应 。 而 卡 内 基 
(Carnegie) “ 则 首创 了 使 用 能 量 法 来 确定 陀螺 效应 的 方法 。 

考虑 一 个 如 图 14-16 所 示 的 质量 块 模型 。 其 第 二 阶 模 态 上 轮 盘 没有 运动 ， 
而 如 果 这 根 轴 是 无 质量 的 ， 则 整个 系统 没有 动能 ， 因 此 将 无 法 预测 第 二 阶 模 
态 。 如 果 这 个 质量 是 一 个 具有 横 同 惯性 的 轮 盘 ， 则 整个 示意 图 如 图 14-17 所 
示 ， 此 时 在 第 二 阶 模 态 上 存在 由 于 旋转 而 形成 的 动能 。 这 个 轮 盘 的 旋转 运动 状 
态 由 一 个 角度 (等 于 冬 率 Ov/Ox) 确定 ， 而 后 者 正 是 那个 给 出 角速度 的 导数 。 
因此 旋转 的 动能 表达 式 为 : 


























集中 质量 块 ay 
径 向 质量 惯性 失 =0 4 [R] ite PERE = 六 
第 二 阶 模 态 第 二 阶 模 态 
图 14-16 质量 块 模型 图 14-17 BRAT IRL ME Ty AO 


对 一 个 静态 的 梁 来 说 ， 这 就 是 被 瑞 利 命名 的 转动 惯量 。 当 轴 旋 转 时 ， 轮 盘 








SLE — T he Fe BERR. FER PODS PX AMAA BETES o 

图 14-18 Pe PSHE ER, St x 轴 友 生 涡 动 。 由 于 涡 动 的 存 
在 ， 在 轮 盘 中 心 处 会 及 生 一 定 的 进 动 并 导致 轴 的 倾斜 。 这 样 的 进 动 使 得 轮 盘 的 
运动 与 陀螺 旋转 类 似 ， 并 且 为 结构 带 来 了 陀螺 效应 。 


Dw 涡 动 频率 





图 14-18 一 个 目 由 旋转 的 轮 盘 
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轮 盘 的 旋转 和 进 动 市 来 了 陀螺 力 售 ， 它 是 质量 极 惯性 宅 、 旋 转角 速度 和 进 
动 角速度 的 产物 ， 而 由 此 形成 的 力 偶 则 沿 看 右手 螺旋 法 则 的 方 同 。 这 两 个 进 动 
还 会 引起 两 个 下 交 的 弯曲 平面 内 的 陀 曙 力 偶 ， 如 图 14-19 所 示 。 








0. x 0,Z : 
Ty: 来 自 x-y 平 面 的 扭矩 uu 
^ =], @6 a EJAT, =l pog 


ITEE 0 oN 


旋转 速度 it) 
My 


TEPENE] O 


旋转 
Mt) 
@ Z 
T,: 来 自 x-y 平 面 的 扭矩 


=I, c6 


ICM D T=, 6 : wisi =F 
» 
a) 





图 14-19 FERIE 
a) fE xz PARZ b) E yz PRA RESI 





惯性 和 陀螺 扭矩 产生 了 如 图 14-19 PRON Fe di Ao ERU SH. AP US He 
Ti I 4E xz M yz ^E TEE VJ II] SS AR KR ATL: 
M, = My, +1,0¢ * 1,0 
Mi -M;-1,090,* 1,9, 
n] Lis AR ot BT 08 1 REI ORE SEP il) 7 Fe. FAIS A 14-20 
所 示 的 系统 ， 它 由 一 个 无 质量 轴 和 一 个 巧 垂 的 轮 盘 构成 。 左 端的 两 个 轴 球 非常 
接近 ， 由 此 可 以 得 到 一 个 悬臂 式 的 转子 。 轴 以 角速度 o 旋转 ， 而 同时 发 生 一 
个 同 角 速度 同方 回 的 涡 动 。 


(14-33) 




















14-20 KEIRA 52 HJ E SH 
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|] 25 iz 2E AE HER IU ER OZ RE. ZETEC DLE. MRH 
位 于 SA, WPA ERU AON Pus Ch BOUE SCR P LR O 发 生 涡 
Bh, M S; 点 沿 顺 时 针 方 向 抵达 So 点 时 ， 轮 盘 外 侧 的 最 远 点 已 恰好 从 Pj 点 
旋转 到 Po 点 。 这 一 过 程 不 断 重复 ， 在 每 个 完整 的 旋转 结束 后 我 们 都 发 现 P 
都 仍然 在 距 中 心 最 远 的 位 置 上 。 如 果 由 一 个 坐 在 O 点 的 人 进行 观察 ， 当 轮 
得 以 角速度 o 旋转 并 沿 着 相同 方向 以 角速度 o 涡 动 时 ， 点 将 始终 保持 在 
同一 位 置 。 

对 这 个 悬垂 的 转子 ， 可 以 推导 出 其 固有 频率 的 关系 式 。 此 处 m 为 轮 盘 质 
HE. EI 为 抗 弯 刚 度 、7 为 长 度 而 万 为 轮 盘 的 横向 质量 惯性 矩 。 


12EI (1 I2E^ I 
pl, +p > [imf — 1, )- PET =o (14-34) 
ml \3 ml 








对 质量 块 模型 ， 由 上 式 可 得 : 
272 
Br (Se - 887 S. 


ml’ 3 











3 ml’ 


| 3EI 
Plump Bcc mE rad/s 


假设 模 回 惯量 无 限 大 ， 则 式 14-34 可 被 简化 为 : 
> 12EI " 
mf 


(14-35) 


I, 一 oo p +p 0 





TN (14-36) 
Paisk = ; rad/s 
ml 











总 体 上 由 无 量 纲 频 率 参数 4= pym | EI sg XLI BUS RI WR ARE 
HS =1,/ ml’ 的 函数 ， 即 : 


2 2 ws 
Pu e e eel up (145375 
^ia | 3 | E E 


上 面 的 关系 式 可 以 形成 如 图 14-21 的 曲线 。 

由 此 可 以 推出 结论 ， 在 一 个 同 同 的 同步 潢 动 中 《同步 正 进 动 ) ， 固 有 频率 
会 由 于 轮 盘 陀螺 效 应 而 增加 ， 后 者 体现 在 从 质量 块 模 型 到 具有 相同 质量 但 半径 
无 限 大 的 轮 盘 模型 变化 过 程 中 国有 频率 的 变化 〈 见 几 14-21) 。 该 效应 非常 重 
要 ， 在 所 有 的 转子 动力 学 分 析 中 部 应 当 考 虑 。 

由 此 注意 到 一 个 重要 的 事实 一 一 当 扰动 一 个 稳定 旋转 的 转子 时 ， 其 啊 应 取 
决 于 轮 盘 的 分 布 形式 。 该 涡 动 的 啊 应 频 京 将 与 转子 的 固有 频率 相同 。 
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现实 中 我 们 还 必须 考虑 非 同步 涡 动 的 情况 ， 即 转子 以 角速度 w 旋 转 ， 而 以 
角速度 v 正 向 或 反 向 涡 动 。 这 里 对 此 不 做 详细 的 推导 ， 但 可 以 给 出 如 下 的 关系 
式 ， 从 而 将 固有 频率 、 旋 转 转 子 的 涡 动 频率 参数 A = Ym? 3E 和 无 量 纲 的 旋 
kt Zr O= mE BEI 表示 为 轮 盘 参数 6=31; /ml? 的 函数 ， 见 式 14-38。 该 关 
系 式 可 以 形成 如 图 14-22 所 示 的 曲线 。 

















Eo) 
vt -2@v° — EI TE y? <i pp d — (0 
ml l,l ml [ml 
(14-38) 


At 207° 22e H8024 5 - 0 


率 参数 


Raina 





转速 参数 


图 14-21 Se E CE] Fd 27 308 2] 图 14-22 -aR fT WEE 829] 





对 正 的 旋转 速度 o. UUAETEAB AGER, MARE HII A IA) Ee 77 
问 相 反 一 一 即 反 进 动 。 图 14-22 中 将 这 些 反 进 动 的 根 仍 然 男 为 正 值 ， 但 标注 为 
B。 而 将 正 进 动 的 根 ， 即 4 的 正 根 标 为 F。 

将 一 个 静态 轴 的 每 个 频率 都 分 为 两 个 同 量 。 同 样 将 每 转 的 激励 也 同样 分 为 
两 个 向 量 ， 则 可 以 形成 坎贝尔 图 (Campbell Diagram) 。 当 轴 在 静止 状态 时 ， 
如 来 进行 一 个 撞击 试验 ， 其 啊 应 频率 将 会 是 结构 的 固有 频率 。 

当 我 们 增加 转速 ， 转 子 首先 在 穿 过 DB 时 发 生 共 振 一 一 但 通常 很 难 观察 
到 ， 因 为 在 反 进 动 方 回 没 有 油 励 。 随 后 转子 通过 1A， 此 时 达到 澳 动 啊 应 的 峰 
值 ， 这 里 是 第 一 阶 临界 转速 。 注 意 到 由 于 轮 盘 效应 的 存在 所 造成 的 第 一 阶 临界 
转速 的 不 同 。 

这 里 还 应 当 注 意 一 件 事 ， 陀 螺 效 应 引入 了 旋转 对 固有 频率 的 影响 ， 但 是 由 
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转速 市 来 的 任何 固有 频率 的 变化 并 不 直接 与 离心 力 场 相关 ， 这 仅仅 是 轮 盘 陀螺 
效应 的 作用 。 传 统 的 转子 动力 学 模型 都 是 染 模型 ， 因 此 即使 存在 转子 的 俩 心 也 
不 会 有 离心 力 。 当 然 在 21 世纪 这 一 切 都 改变 了 ， 最 新 的 实体 转子 模型 分 析 引 
入 了 应 力 硬 化 和 旋转 软化 ， 并 且 导 致 我 们 对 正 进 动 和 反 进 动 的 临界 转速 的 理解 
也 发 生 了 变化 。 随 后 将 讨论 这 些 变化 。 


14.7 内 摩 探 和 滞后 效应 


内 摩擦 一 一 叉 称 为 滞后 效应 也 会 引起 失 稳 。 松 散 安 装 在 转轴 上 的 一 个 
零件 也 会 在 旋转 坐标 系 下 发 生 相对 运动 ， 这 种 情况 与 内 摩擦 是 等 效 的 。 

纽 科 克 (Newkirk) “首先 通过 试验 观察 到 这 一 现象 ， 而 金宝 (Kimball) P* 
则 用 解析 法 对 其 进行 了 讨论 。 

图 14-23 显示 了 一 个 典型 的 清 后 环 ， 在 一 个 周期 内 损失 的 功 被 表示 为 环 内 
的 面积 。 传 统 上 从 最 大 应 变 点 Ai 出 发 沿 顺 时 针 方 向 到 零 应 力 位置 Bi, Aa 
达 零 应 变 位 置 A; E As 点 获得 最 大 压缩 应 变 ， 随 后 在 完成 整个 周期 前 先后 通 
过 为 一 个 零 应 力 点 Ba 和 另 一 个 零 应 变 点 A4。 




















最 大 应 变 位 置 







Stress 


ZEA A, 


EMIA B, 





Ay 零 应 变 位 置 


A; 
W= $o(e)de 


RHA BLE fir E 沿 顺 时 针 方 向 





K|14-23 fir Ja 


在 任何 一 点 ， 令 其 应 变 为 s， 其 应 力 由 一 个 稳 态 分 量 os 和 一 个 交 变 分 量 oa 
组 成 。 在 每 个 周期 中 损失 的 功 等 于 在 旋转 坐标 系 下 的 阻尼 ， 为 了 确定 其 大 
小 ， 将 材料 特性 设 为 粘 弹性 ， 而 不 是 纯 弹 性 。 另 外 设 D 为 阻尼 模 量 ， 其 单 
位 为 Nsm 。 





c =Ee+Dé (14739) 


c E 
E TR 
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将 一 个 滞后 环 的 巧 与 物体 在 1/4 周期 内 的 变形 功 进行 对 比 ， 可 以 得 到 系统 
的 相对 阻尼 ， 又 称 为 比 阻尼 容量 。 为 简化 起 见 ， 取 一 个 弧度 内 的 沸 后 效应 的 
功 ， 而 不 是 取 整 个 周期 的 ， 由 此 可 以 得 到 所 熟知 的 损耗 因子 。 
一 个 周期 中 每 单位 体积 的 变形 功 为 : 








W =fo(e)de (14-40) 
1/4 周期 中 每 单位 体积 的 变形 功 为 : 
ee : 
U= 5 OE (14-41) 
由 此 可 得 相对 阻尼 或 比 阻尼 容量 为 : 
_w_Potede 
aie los (14-42) 
Ia 
损耗 因子 为 : 
Dp E 
n= D (14-43) 


XT fe] HED AE ce =éEsinot, MEX N é=éEocosot. H cosot = N1-—sin? ot 
2 
: i-(£ , 3514-39 EH: 
& 


2 
o = Ee + Dob, -(£ =Ee+D NZ -6 =0, +0, (14-44) 


其 中 D=Do. Hi Eo =D V2 -e 按 周期 变化 ， 在 峰值 应 变 点 时 该 分 
量 为 零 。 而 粘性 效应 与 应 变 率 成 正比 ， 而 比例 系数 被 称 为 阻尼 模 量 。 我 们 可 以 
使 用 这 个 交 变 应 力 来 确定 损耗 因 了 于 。 利 用 一 个 煌 弹性 模型 逐步 计算 出 内 阻尼 ， 
计算 过 程 如 下 : 














W = o(e)de = nD'Z (14-40a) 
U=3 58 = 2 BS (14-41a) 
p=" =P (14-42a) 

= (14-43a) 


令 等 效 的 阻尼 因子 为 h， 则 有 
hx (14-40b) 





U = kx (14-41b) 
p= toast (14-42b) 
由 此 可 以 得 到 A: 
h= leg (14-442) 
由 此 可 以 获得 等 效 的 粘性 阻尼 比 为 : 
Re (14-45) 


对 给 定 的 材料 损耗 因子 可 以 由 试验 获得 ， 因 此 内 阻尼 系数 严 或 等 效 内 阻尼 
可 以 由 上 式 来 确定 。 

对 同步 涡 动 的 轴 (v = o): 考虑 如 图 014-24 所 示 的 转子 ， 轮 盘 位 于 轴 中 心 
S, FRAR bLA BRERA, 14821787340 = wt。 在 同步 涡 动 中 ， 转 轴 绕 其 
中 心 S 的 旋转 角 也 是 9 = wt。 因 此 轮 盘 边缘 最 远 的 点 Al 仍然 保持 在 AY 的 位 
置 。 注 意 Ao 和 A 为 中 性 应 变 点 ， 而 不 是 中 性 应 力 点 。 







弹性 轴 的 
自转 轴 















































轴承 中 心 线 





AA- 中 性 应 变 线 





图 14-24 友 生 同步 涡 动 的 轴 


对 次 同步 凋 动 的 轴 (v < e): 现在 考虑 涡 动 频率 v 低 于 转速 o 的 情况 。 
此 时 轴 心 经 轴承 中 心 线 B 的 涡 动 角 为 96 = vt。 而 转轴 绕 其 中 心 S 的 旋转 角 
为 mt， 大 于 0。 因 此 轮 盘 边缘 最 远 的 点 Al 会 超过 同步 涡 动 中 AY 的 位 置 而 
抵达 一 个 更 接近 A WME A"。 因 此 我 们 得 到 的 零 应 力 点 Bi 会 在 Al 和 A» 
之 间 。 
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此 时 P 在 水 平方 向 的 分 量 会 形成 一 个 绕 S 点 的 转 和 矩 ， 它 会 加 剧 涡 动 ， 从 
而 造成 轴 的 失 稳 。 

由 于 以 转速 o 旋转 的 轴 在 受到 扰动 时 发 生 的 涡 动 频率 v 与 固有 频率 p 相 
等 。 因 此 这 种 失 稳 具有 当 会 o> p 时 才 会 发 生 。 

对 超 同步 涡 动 的 轴 (v > o): 此 时 轴 心 绕 轴 承 中 心 线 B 的 涡 动 角 为 0 = vt, 
如 图 14-25 所 示 。 而 转轴 绕 其 中 
ty S 的 旋转 角 为 nt， 小 于 0. 由 
于 以 转速 o 旋转 的 轴 存 受到 扰动 A" ,--7 
时 发 生 的 涡 动 频率 v 与 固有 频率 OY 
p 相等 。 因 此 在 w <p 时 永远 不 会 
发 生 这 种 失 稳 。 

B (Tondi) ”针对 一 个 带 x ,” 
有 内 阻尼 的 杰 夫 考 特 转子 提供 了 ge 
分 析 实 例 。 图 14-26a 显示 了 一 个 
在 旋转 坐标 系 ne 中 的 轮 盘 。 其 平 
衡 条 件 也 是 在 旋转 坐标 系 中 定义 
的 ， 我 们 使 用 旋转 坐标 系 中 的 加 速度 来 描述 惯性 力 ， 用 旋转 坐标 系 中 的 速度 来 
描述 外 部 阻尼 。 

在 静止 坐标 系 下 轴 心 的 位 移 是 + = z+tiy， 而 在 旋转 坐标 系 下 其 位 移 为 C= 
+ in。 则 G 点 的 速度 和 加 速度 可 以 表示 为 : 








TAD WIA ta AR fF 
P 








Él 14-25 超 同步 涡 动 





Ve =§-a(N * aj) 
v, 2t aXé +a) 
a, = -20n - Y (+a) 


a, = +20é-@ (nN -* a,) 


(14-46) 


旋转 坐标 系 下 的 控制 方程 为 : 


M(é -2o1 -0 E+C(E- og) - hé Ké = Ma, œ + Mg cos øt 

Mj + 20é — on) + C( + o£) hù - Kn = Ma,@* + Mg sin ot 

M( * 20d - o£) +C(G ioc) * he + KC = Mao? + Mgexp(-iot) (14-47) 
C h 

AMA. a 

C +206 -OC +28, (C +i@€)+ 26,6 + p =aw + gexp(-iat) 
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Té SUPE RB FAS AA b FRR IPSC AR RE PER TP BSR 2301) SE RUD 
长 项 。 
ó —rexp(-iot) 
i +26,7  26,(F — icr) * p^r 2 ao exp(iot) + g 
r — exp(1At) 
A^ —2iA(Ó, + Ó,) + 2i@6, — p^ =0 


r — A exp EE +0, + 224] exp(-ipt) + A, apla +0, — 224] exp(ipt) 


(14-48) 
具有 内 摩擦 转子 的 稳定 性 图 如 图 14-26b 所 示 。 在 实际 中 ， 一 个 松散 安装 
的 轮 盘 、 齿 轮 、 飞 轮 等 部 会 造成 转子 和 零件 的 两 个 表面 则 的 摩擦 。 与 静止 部 件 
和 移动 部 件 之 间 的 雄 控 不同 ， 这 里 的 摩 探 是 相对 于 转子 的 ， 它 是 在 一 个 旋转 坐 
标 系 下 的 。 令 这 两 个 表面 之 间 的 雄 擦 系数 为 h。 如 果 h 较 大 ， 或 者 外 部 阻尼 C 
较 小 ， 失 稳 可 能 会 在 第 一 阶 临界 转速 后 很 快 友 生 。 这 种 情况 下 需要 用 外 部 雄 控 
来 抵抗 由 于 松散 连接 的 部 件 所 引起 的 失 稳 。 假 设 令 C 等 于 3 Nh, WRK 
稳 的 转速 将 是 第 一 阶 临界 转速 的 4 倍 。 同 时 注意 到 在 转速 低 于 第 一 阶 临 界 转速 
时 ， 内 摩 探 市 来 的 沛 后 效应 不 会 引起 失 稳 。 




























Unstable 


OP 


Stable 





a) b) 
图 14-26 和 带 有 内 阻尼 的 转子 
a) 具有 内 阻尼 的 轴 b) 具有 内 阻尼 或 松散 连接 部 件 的 转子 的 稳定 性 图 


恩 利 希 〈Ehrich) -也 考虑 过 滞后 涡 动 并 且 在 由 Harris&Crede 公司 出 版 
的 著作 《振动 冲击 手册 (Shock and Vibration Handbook) 》 “中 做 出 了 重要 
的 页 献 。 
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14.8 ” 受 重 力 和 变 弹 性 影响 的 轴 


斯 托 多 拉 (Stodola) “一 ”认识 到 重力 和 变 弹 性 会 对 转子 产生 一 定 的 影 
啊 。 在 他 的 研究 基础 之 上 ,今天 的 我 们 得 以 理解 该 影响 的 重要 性 。 从 大 小 角 虑 
讲 它 们 属于 第 二 阶 微 积 分 的 范畴 ， 但 尽管 我 们 必须 称 之 为 “第 二 阶 ”， 在 实际 
中 它们 仍然 会 造成 问题 。 斯 托 多 拉 对 重力 现象 进行 了 如 下 的 解释 。 

一 个 单 轮 盘 的 运动 包含 弓 其 重力 中 心 S 的 以 相对 均匀 的 角 速 上 度 o 进行 的 
旋转 。 而 在 这 个 稳 态 运动 中 (参见 杰 夫 考 特 在 1919 年 发 表 的 分 析 - ” ) 重力 中 
心目 身 会 形成 一 个 角速度 为 o 的 环形 轨迹 ， 以 及 一 个 具有 圆周 频率 or 的 弹性 
振动 其 轨迹 可 能 是 直线 、 椭 圆 或 者 圆 形 ， 而 后 者 的 弹性 振动 方 回 可 能 与 旋 
Fey AR fe) CGE) 或 相反 〈( 反 进 动 ) 。 对 于 角速度 为 o 的 空间 旋转 ， 重 
力 中 心 S 的 相对 振动 可 以 被 看 做 是 两 个 谐振 的 组 合 运 动 ， 其 频率 为 ow. E 
旋转 空间 中 重力 G 被 转换 为 两 个 谐 波 分 量 ， 分 别 为 Gsinot 和 GCcoswt。 当 频率 
wx -0 和 w 重 合 时 ， 重 力 中 心 会 发 生 共 振 ， 此 时 有 : 


Q,—0-0 














1 (14-49) 
c edt 

根据 斯 托 多 拉 的 研究 ， 西 门 子 舒 元 特工 | 《Siemens-Schuckert Works) 在 
1910 年 就 曾经 报告 过 这 样 的 振动 。 斯 托 多 拉 " “还 讨论 了 轴 材 料 的 变 弹性 效 
应 ， 这 些 材料 需要 承载 两 个 互相 垂直 方 癌 的 要 窍 ， 其 组 合 后 与 一 根 具 有 两 个 惯 
性 主轴 的 转轴 是 相同 的 。 这 种 情况 有 很 多 例子 ， 例 如 一 根 拥 有 纵 回 沟 模 的 轴 、 
或 者 一 根 具有 等 效 矩形 截面 轴 的 发 电机 转子 等 。 斯 托 多 拉 准 确 地 识别 出 由 于 变 
弹性 《或 刚度 ) 形成 的 两 个 临界 转速 ， 并 且 指 出 在 这 两 者 之 间 的 中 间 转 速 上 ， 
平衡 是 不 稳定 的 。 当 然 我 们 知道 这 一 点 只 适用 于 紧 直 转子 ， 对 具有 重力 效应 的 
水 平 转子 来 说 ， 两 个 临界 转速 间 的 啊 应 是 稳定 的 。 一 件 有 趣 的 事情 是 : 斯 托 多 
拉 提 到 普 朗 特 (Prandtl) "| 一 一 著名 的 流体 力学 大 师 一 一 在 研究 中 曾经 在 通常 
的 临界 转速 1/2 的 位 置 发 现 过 一 个 新 的 临界 转速 。 所 以 似乎 普 表 特 是 第 一 位 研 
究 重 力 对 转子 影响 的 学 者 。 

HK CGümbeD P? "gast (FóppD “都 讨论 过 重力 效应 。 而 泰勒 
(Taylor) P", kR% (Timoshenko) “和 丹 。 哈 同 (Den Hartog) 1 都 使 
用 一 个 承载 中 心 轮 盘 的 矩形 截面 轴 模 型 讨论 过 具有 变 刚 度 轴 的 物理 特性 。 马 休 
(Mathieu) > ”研究 了 变 刚度 轴 控 制 方程 的 稳定 性 。 维 泰克 (Whittaker) P^ 9 ° 
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则 为 马 休 方程 提供 了 通用 的 解 。 图 14-27 显示 了 一 个 竖 直 轴 的 构 型 (例如 一 个 
水 力 及 电机 系统 的 转子 ) 。 图 14-28 Wika SE Ate PEA My, A 
啊 应 对 于 水 平 轴 也 适用 ， 其 轮 盘 由 C 表示 。 








CE IC 












| - 
LL. mE 
B 处 的 截面 C ESSE RUE 
Tp 
Gr. i A-B 之 间 的 时 间 历 各 
y y 2n /@, 
A 处 的 截面 K+AK 
平均 刚度 K 
旋转 速度 
一 次 旋转 中 的 轴 位 置 的 变化 
图 14-27 承载 中 心 质 量 的 竖 直 的 图 14-28 一 根 水 平 轴 在 临界 


KE JE Fk TE FH 转速 时 的 啊 应 


我 们 设 平均 刚度 为 ， 而 刚度 的 变化 设 为 AK。 可 以 看 到 在 每 次 旋转 中 刚度 变 
化 两 次 。 令 转子 转速 为 wa， 则 刚度 变化 的 角速度 为 wx=2w。 首 先 考 虑 图 14-28 中 
的 水 平 轴 。 如 果 其 转速 达到 临界 转速 ， 即 w=p， 则 轴 的 刚度 变化 速度 为 
On=2o=2p. “HOTTER 2 和 点 4 之 间 脱 离 轴 承 中 心 线 时 ， 刚 度 变化 一 次 ， 其 均 
值 为 开 。 因 此 系统 没有 能 量 输入 ， 从 而 水 平 轴 在 临界 转速 时 是 稳定 的 。 

对 竖 直 轴 来 说 ， 响 应 是 一 个 纯正 绢 曲线 ， 其 频率 为 固有 频率 p。 当 转子 为 
水 平时 ， 必 须 将 这 个 变化 曲线 减 去 重力 变形 C。 

对 竖 直 转子 《水 力 机 械 ) 来 说 ， 在 临界 转速 时 ， 当 轴 在 点 1 和 点 2 以 及 点 
3 和 点 4 之 间 离 开 中 心 位 置 时 ， 刚 度 是 比较 低 的 ， 因 此 仅 需 要 较 低 的 能 量 就 可 
以 将 轴 推 离 ， 造 成 失 稳 。 因 此 在 不 平衡 的 受 迫 振动 中 ， 竖 直 轴 是 不 稳定 的 。 

如 果 轴 是 水 平 的 ， 在 点 2 和 点 4 之 间 尽 管 其 偏离 平衡 位 置 ， 但 刚度 变化 均 
值 为 0， 系 统 因 为 没有 能 量 输入 从 而 是 稳定 的 。 此 时 水 平 轴 仅仅 是 发 生 传统 的 
受 迫 振动 ， 因 而 并 非 失 稳 。 但 是 在 半 临 界 转速 时 Co=p/2) ， 水 平 轴 的 行为 会 
不 一 样 。 在 该 转速 下 ， 刚 度 的 变化 速度 仍然 是 转速 的 两 倍 ， 即 刚度 的 变化 速度 
恰好 等 于 固有 频率 (wi = p) 。 此 时 如 果 进 行 扰 动 ， 轴 的 涡 动 响应 也 将 是 临界 
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转速 的 频率 ， 并 与 刚度 变化 速度 相同 ， 如 图 14-29 所 示 。 此 时 对 这 个 水 平 轴 来 
说 ， 在 点 2 和 点 4 之 间 刚 度 较 低 ， 从 而 产生 失 稳 。 

在 半 临 界 转速 下 ， 传 统 的 由 于 不 平衡 引起 的 啊 应 是 很 小 的 ， 然 而 在 该 转速 
下 的 不 稳定 性 却 可 能 造成 较 大 的 滑动。 最 初 因为 对 失 稳 的 理解 不 够 清楚 ， 人 们 
把 这 个 转速 也 当 作 了 某 种 临界 转速 ， 并 且 把 该 转速 称 为 重力 临界 转速 。 

还 可 以 从 另外 一 个 角度 理解 这 个 问题 。 在 半 临 界 转速 时 ， 当 轴 心 在 点 2 和 
点 4 之 间 离 开 轴 承 中 心 线 时 ， 刚 度 低 于 平均 值 ， 这 会 导致 额外 的 能 量 输入 并 产 
生 目 激 振动 。 








1-5 之 间 的 时 间 历 程 
2n /p-2mn /O 


K+AK 
平均 刚度 K 


2 一 4 之 间 轮 盘 离 开平 衡 位 置 ， 
ate se 7) 297 MEL 





图 14-29 半 临 界 转 速 时 的 水 平 轴 


铁 木 辛 哥 ”针对 一 个 非 对 称 轴 给 出 了 简洁 的 分 析 实 例 ， 他 设 定 了 一 个 单 
目 由 度 系 统 ， 该 系统 在 刚度 变化 的 一 半 周 期 中 具有 恒定 的 刚度 K+AK/K， 而 在 
男 一 半 周 期 中 刚度 为 K-AK/IK。 这 里 不 再 资 述 这 个 例子 ， 而 十 详细 讨论 由 汤色 
CTondl) ” 提供 的 一 个 经 典 算 例 。 图 14-30 在 旋转 坐标 系 下 给 出 了 这 个 矩形 
截面 轴 。 
与 式 14-47 类 似 ， 这 个 矩形 截面 轴 的 控制 方程 为 : 
M | & - 209 -œ (E+a) |+ Ki£ = Mg cos æt 








(14-50) 
Mij - 2o -o (n+a,)+ Kn = Mg sino 
其 中 
K =K-AK 
(14-51) 
K,=K+AK 
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3X 14-50 可 被 简化 为 : 
& - 2orj(p; -œ )é = gcosoxt 





(14-52) 
H+ 2oé( p; 一 o) = —g sin ot 
ZN 中 
(14-53) 
图 14-30 —~ AA FE ea 
对 坚 直 轴 - 无 重力 影响 : 14-52 的 自由 振动 解 如 下 。 
_ g iht 
] -— (14-54) 
7 =e * 
其 中 do Fe eRe Ab bs AR RAR SIR. HTL 14-54 代入 式 14-$2， 可 以 得 到 频率 
方程 : 
At- (p? + py +207)A,” lp -o Np -a =O (14-55) 


Yr ECU HRA TREN ASAE in RP, BUSA, — Ay +0, WE: 
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对 AK/K = 0.4, AJ DAZE 14-31 PHHH ERK. RIE op 符合 下 面 的 
条 件 ， 否 则 所 有 的 4mp 都 具有 4 个 实 根 。 


2 
-AK (2) eye (14-57) 
P 





K K 

WR wm =0， 则 A/p 的 4 个 实 根 分 别 为 +1.183 $120.77. HERE TE E] n 

图 14-31 所 示 。 从 图 中 可 以 发 现在 临界 转速 区 域内 ， 一 个 紧 直 的 非 对 称 轴 是 
不 稳定 的 。 








2.5 
l 
E 
| 2.0 E 
E 
cy F 
3x 1.5 F2 
ES 
E P 
1.18 5 X 
0.77 4 
1 
0.5 É 1 
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图 14-31 一 个 矩形 截面 轴 上 的 平衡 紧 直 转子 的 稳定 性 


在 轮 盘 不 平衡 且 无 重力 时 的 效应 : 此 时 式 14-50 可 以 被 简化 如 下 形式 。 
é -20n(p; - o )E=a0 


i QUE , ; (14-58) 
7 -20ó4(p; o )]-a2o 
ix 
=€+1 
AN (14-59) 


则 式 14-58 可 被 合并 为 : 
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P -2iod(p! - 0°) - SX pF = o (a +a) (14-60) 
对 稳 态 解 ， 我 们 写 出 : 
ae (14-61) 
其 中 A 和 B 为 常数 ， 则 式 (14-60) 可 被 重 构 为 : 
(p! - a! (A +iB)- SY p'(A-iB) = 9 (a, +a) (14-602) 


将 实 部 与 虚 部 分 开 可 得 : 


(14-62 ) 








(14-63) 


(14-64) 





对 一 个 竖 直 转子 ， 在 两 个 临界 
转速 间 的 啊 应 是 不 稳定 的 ， 而 对 于 
一 个 水 平 轴 转 子 ， 由 于 重力 效应 的 
存在 消除 了 这 种 不 稳定 性 ， 并 引起 
了 县 有 两 个 峰值 的 纯 不 平衡 啊 应 ， 
如 图 14-32 所 示 。 

一 个 平衡 轮 盘 上 的 重力 效应 ; | 
由 于 中 心平 衡 点 随 着 刚度 变化 而 改 248 Sap 
变 ， 重 力 会 对 啊 应 产生 重要 的 影 TUN zi 
响 。 这 种 情况 下 的 式 14-50 被 改写 。 图 14-32 “个 带 有 轮 盘 的 矩形 截面 四 的 
AIS RÉA. 不 稳定 和 重力 响应 


c E 
E TR 


lg |[6， —— 
[Pu lw a 
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P —2iwe(p* — 0") - Ep E = gexpiot) (14-65) 
设 由 重力 引起 的 啊 应 解 为 : 
- Agi?! + Be? 
—iot +B iot 


Ae € 
AI B IA mS. Trew) Ate Bl: 


(14-66) 


s 
其 中 4 和 B 现 在 是 复 常数 ， 而 A 











AK 
P^ 2 Ee (14-67) 
Ôu ay? -(4K) On ay? -(4K) 
K K 
其 中 6v=MgK。 在 静态 坐标 系 下 的 解 为 : 
rn, 76,0" = Ae +B (14-68) 
以 及 
AK 
Ve ] 一 47 K 21at 
= —). 4 — e 2 
5 2 2 (14-69 ) 
d 1-47? -(4K| 1-47? - (AK. 


上 述 响应 是 转速 的 两 倍 ， 当 472=1 AK/KY,, dt o- Tp i - (AK] 时 ， 


会 发 生 共 振 。 由 式 14-69 获得 的 响应 曲线 如 图 14-32 所 示 。 由 于 在 w = 0.46p 
时 的 共振 从 某 种 程度 上 证 明了 我 们 的 结论 ， 即 这 个 临界 情况 是 由 于 重力 引起 
的 ， 因 此 其 是 一 个 重力 临界 转速 。 然 而 ， 这 个 解释 不 稳定 的 。 为 了 获得 这 个 二 
次 谐振 的 稳定 条 件 ， 我 们 对 自由 振动 方程 稍 作 修改 ， 令 上 和 7 的 坐标 以 2o 的 
转速 旋转 ， 其 背后 的 依据 是 水 平 轴 的 受 迫 振动 是 可 以 发 生 在 20 频率 下 的 。 于 
是 可 以 将 式 14-52 改写 为 : 

é—4an(p; 一 4o )5=0 


es : 2 9 (14-52a) 
i+ 4a@¢(p; - Ao") =0 
利用 式 14-54 可 以 写 出 频率 方程 : 
Ay - (Qi + Py’ * 89 )À/ +(pr - 40° (pz - 49) = 0 (14-54a) 
此 外 ， 由 于 4 =o+ 2w， 我 们 得 到 该 情况 下 的 式 14-56: 
d 2 
ERN (5 
D op D p z 





(14-56a) 


一 222 一 
总 体 上 除非 发 生 如 下 情况 ，4] 都 会 有 4 个 实 根 ， 


2 
i- AE <4 2] <1+ 全 (145735 


该 条 件 相当 于 pi/2<w<py2。 在 这 些 条 件 下 Up 会 有 两 个 实 根 和 两 个 复 根 ， 这 
会 引起 解 的 波动 。 然 而 由 于 其 实 部 为 正 ， 这 些 解 是 不 稳定 的 。 


14.9 1m = 


斯 托 多 拉 CStodola) “记录 过 这 样 的 现象 ， 由 于 切 向 力 的 周期 振动 或 者 
由 于 一 个 柔性 中 间 部 件 与 轴 之 间 发 生 耘 合 侦 疼 ， 轴 上 会 承 党 可 变 的 脉冲 。 根 据 
福 波 (FóppD “的 研究 ， 如 果 变 形 的 变化 引起 在 一 个 旋转 周期 内 发 生 v 次 脉 
冲 ， 系 统 会 产生 一 个 新 的 临界 扰动 ， 其 速度 为 : 


Be (14-70) 


在 完整 解 中 也 会 显示 出 扰动 项 : 
CO 


= 14-71 
O, = (14-71) 


FEL AAI — BIN AINE Ta, thee SSE n Am). EU 
ANF IE, Nit FE KGB Se WAS EE HE. TI SE] FE PEPE, EY RE 
A RUE Lad AI IRR 3s 1T IF Aft RUD Ln Arti. MWERA A= CLA 14-33) : 
H ya = ybi 和 za = za 表示 的 平行 偏差 | yoi = O FN AN yoz I zoi = O IN AN za 3€ 
ZK AY FA Eg Ze URH yey 和 zi» 21 AZ EJ ZH A © 























Y #1 #2 
x< 驱动 轴 x< E E COO eJ 
(a) 平 行 不 对 中 IEEE. x 
bl b2 
x] Dx] ybl Yb2 
px] 
EB UH BH —u 
(b) 偏 角 不 对 中 = — 
Dx] Dx] Xx] yy,70 
px] 
X 区 Yp2 
(c) 组 合 不 对 中 UO RR 
px] 被 驱动 轴 


图 14-33 不 同类 型 的 偏差 
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图 14-34 Shas Y IRIKS UFU AR BR) SER EKEN e IN ARTE 
dà tr ou ds Y^P TT tit Ze PZ Oe A BU © ET ZUR FO Be HE A A 

















的 扭矩 ， 会 引起 图 14-34 Przn T] ZJ 407198 «— FP Pee rE A: 


Mr, =T sing, cosó, +T cosó, sing, 
M,, =-T sin 8, cosQ, —T cos@, sin G@, 

















M Z 
Fy, = m 
° i (14-72) 
Az 
sind, === sin, = 一 
l e ^ 
: Ay, P 
sing, = l sing, = T. 








图 14-34 由 于 偏差 引起 的 力 和 力矩 





由 于 烛 合 单元 变形 引起 的 反 力 和 力矩 为 : 














12£I, 1 
Fs gt] 

I2EI, 1 
I 一 p [Ac 10, 

527 : (14-73) 
M p = ETA 

OE. 2 
M py, = ? (az, - 218, 


LL 


14 


Ht 


ik 
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MJN: 
EA 
uer (14-74) 


C 


根据 恩 利 希 (Ehrich) “的 研究 ， 由 于 偏差 引起 的 预 载荷 会 以 轴 转 速 的 频 
率 而 发 生变 化 。 对 此 李 (Lee) “曾经 对 一 组 由 滚珠 轴承 支撑 的 偏差 转子 进行 
过 建 柑 和 振动 分 析 。 

为 了 理解 旋转 的 影响 ， 本 书 作者 曾 建立 过 如 图 14-35 的 一 个 有 限 元 模 
型 ， 该 模型 包含 两 个 杰 夫 考 特 转子 ， 两 者 之 间 由 两 个 锁 止 单元 连接 看 
合 到 一 起 。 旋 转 这 个 系统 ， 可 以 得 到 关于 时 间 的 力 和 应 力 函 数 以 及 它们 


的 峰值 。 
3656 个 六 面体 单元 .< = 5 il 
sa Ross Fa E 
dU mn MI 
ja pus | see! E / 
j FL "ts. itat 
; Dd 

















P " i 
+ ap x 


1410 个 单元 ， 
723384- Á rH RE 


14-35 一 个 具有 偏差 的 轴 系 的 有 限 元 模型 


由 有 限 元 分 析 获 得 的 峰值 与 由 吉本 斯 CGibbons) “利用 材料 力学 方法 推 
导 的 峰值 相同 ， 如 图 14-36 所 示 。 此 外 ， 由 于 1 mm BP sr ie, PETA) IE BE 
次 旋转 中 至 现 线性 变化 ， 这 一 点 在 恩 利 希 的 研究 中 也 曾 出 现 过 。 由 此 产生 的 三 
角 流 上 其 有 一 些 谐振 频率 ， 它 们 被 表示 为 1x，3x，Sx、…… 。 这 些 问 量 会 影响 
偏 焉 轴 系 统 中 的 蜗 阶 谱 啊 应 。 其 他 类 型 的 偏差 在 每 次 旋转 中 也 会 产生 与 之 类 似 
的 啊 应 。 

这 些 侦 差 的 值 以 及 由 此 获得 的 瞬 态 啊 应 如 图 14-37 所 示 。 在 接近 临界 转速 
HE, ABIRE. MEHER ZSIEOAK. qure gu Uu S 
增 大 。 
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验 台 如 图 14-38 
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图 14-38 ”偏差 实验 研究 I 


图 14-39 显示 了 在 一 个 转子 系统 的 撞击 实验 中 捕捉 的 信号 ， 该 信和 号 反映 了 
从 撞击 开始 的 瞬 态 啊 应 变化 到 36Hz 的 稳 态 运行 频率 的 过 程 。 在 1/3 和 1/2 Wf 
界 转 速 的 频率 上 ， 径 向 的 响应 幅 值 较 大 。 
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图 14-39 1/3 和 1/2 临界 转速 时 的 径 癌 啊 应 


利用 一 个 传 感 硕 可 以 获取 张 动 轴 上 的 轴 癌 振动 数据 。 图 14-40 中 显示 了 在 
撞击 实验 中 取得 的 轴 间 振动 的 信号 。 从 中 可 以 肥 现 在 1/2 临界 转速 左右 的 区 域 
内 轴 问 振动 会 经 历 巨 大 的 变化 。 
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图 14-40 在 1/2 临界 转速 附近 的 瞬 态 轴 问 响应 





14.10 Sahay set 


平衡 的 转子 有 时 在 运行 或 者 在 静态 条 件 下 会 友 生 变形 ， 一 个 典型 的 影响 因 
素 是 在 转子 未 被 准确 固定 时 由 于 热 应 力 产 生 转 子 的 弯曲 。 这 样 的 转子 被 称 为 弯 
曲 转子 ， 或 者 永久 性 弯曲 的 转子 。 一 个 弯曲 转子 可 以 被 当做 杰 夫 考 特 柑 型 ， 
但 其 其 有 以 轴承 中 心 线 为 基准 的 静态 找 度 ， 其 幅 值 为 re，， 而 相位 角 为 ao CJ 
图 14-41) 。 由 此 可 以 写 出 如 下 的 控制 方程 。 


2 . ; 
M EE + ce + Kr = Maa’ + Kre (14-75) 











图 14-41 WRS hA Æ EWERT 
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该 方程 的 解 由 两 部 分 组 成 : 
R O- eere) g Rye" ello) (14-76) 
a VdQ-Q -Qéoy Va- O^) + (2EQ)’ 
其 中 Ro = rola 为 弯曲 因子 ，p = 20 (1-07) 为 不 平衡 相位 角 ， 而 pp = gta 
为 要 曲 相位 角 。 
转子 上 友 生 永久 性 要 曲 的 原因 通 间 是 突然 的 热 载 何 ， 或 者 是 在 长 时 间 不 使 用 
时 没有 进行 盘 车 。 此 外 有 时 人 们 对 转子 进行 了 平衡 调 校 后 将 其 装 箱 ， 但 在 放置 
期 间 没 有 对 其 提供 足够 的 文 撑 来 避免 由 于 重力 产生 的 弯曲 。 在 所 有 这 些 情况 
下 ， 转 子 都 会 在 配 重点 发 生 要 曲 ， 且 要 曲 与 公心 的 方向 相同 。 但 如 果 在 吊装 中 
的 转子 因为 事故 跌落 一 定 的 高 度 ， 则 过 曲 的 位 置 角 可 能 会 达到 180”， 即 与 质 
量 中 心 相反 的 方 同 。 转 子 的 啊 应 为 : 
R - [Ae + Be Yt%) le'™ 
-[A4 Be "^ Je"? 


其 中 A 是 对 传统 的 不 平衡 的 啊 应 ， 而 BV eS HE ACTI ESL TRUE 


局 | 

















(14-77) 


ya ee o 
Vl- 07) + 2gQ/ 
r _ Ree 


Va- ŻY + 280)’ 


| Asing+ Bsing, 
a Acoso + B cosg, 








通常 情况 下 我 们 可 以 令 ao = 0”， 随 后 因为 这 两 个 啊 应 方 同 相同 ， 可 以 通 
过 县 加 获得 新 的 不 平衡 啊 应 : 
= Q?+R 
a, =0° p EM. AE. NN (14-78) 


Ja- PP +26 
而 对 于 跌落 的 转子 ， 相 位 角 通 常 为 ao=180”， 由 于 这 两 个 响应 方向 相反 ， 
三 加 后 的 响应 为 : 





Q-R 
E cm nd (14-79) 
X070 ) + (26) 
这 种 情况 下 可 能 会 出 现 自 平衡 转速 Qs， 该 转速 下 总 体 的 不 平衡 响应 为 零 。 
Q = VR (14-80) 
图 14-42 给 出 了 一 个 Ro = 0.5， 而 相位 角 为 180” 的 弯曲 转子 的 啊 应 。 图 中 还 
显示 了 自 平衡 转速 Q, = JR, 20.5 20.707 ， 此 处 的 相位 角 发 生 了 180” 的 转变 。 
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以 及 目 平 衡 转 速 


弯曲 相位 角 为 180” 时 的 啊 应 ， 


图 14-42 
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本 书 作者 等 人 二 在 实验 室 中 对 所 预测 的 自 平衡 和 相位 差 进行 了 试验 验证 。 该 试 
验 是 在 印度 卡 纳 塔 克 邦 赖 久 尔 市 的 一 台 220MW 的 机 器 上 进行 的 ， 其 现场 观测 记录 
伯 德 图 (bode plot) 显示 在 图 14-43 中 。 从 图 中 可 以 清楚 地 看 出 转子 发 生 了 弯曲 。 
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图 14-43 一 个 弯曲 转子 的 试验 观测 记录 


14.11 变 惯 性 


针对 往复 直线 式 机 器 ， 高 德 斯 博 拉 夫 (Goldsborough) “| 曾 描述 了 在 一 系 
列 不 稳定 区 域 中 发 生 的 大 幅度 扭 振 ， 这 一 
现象 增加 了 机 轴 疫 区 失效 的 概 雍 。 随 后 他 
对 一 合 单 气 缸 引 擎 进行 了 理论 和 试验 研究 
CH. 德 拉 明 斯 基 CDraminsky) "mpg 3% X , 
(Archer) 分别 在 其 船用 柴油 发 动机 的 机 Jc 
轴 疲 劳 分 析 中 明确 地 提出 : 工程 界 需要 计 
算 振 动 应 力 来 解释 变 惯性 效应 。 一 个 典型 
的 变 惯性 系统 如 图 14-44 所 示 。 

卡 内 基 (Carnegie) && A UM: FJ ie — pe 
IS (Runge-Kutta) 法 来 预测 失 稳 ， 其 模型 — — 











的 推导 过 程 如 下 。 为 简化 起 见 ， 我 们 假设 图 14-44 ” 变 惯性 系统 
活塞 的 位 移 为 谐 波 x= acos9。 由 此 可 得 如 下 的 势能 和 动能 方程 : 
7 =5 16 +I MZ PË (100826) +5 Lo 
1 (14-81) 
V-3K(0-8) 





E 
B TR 


—231— 
忽略 高 阶 项 后 可 以 推导 出 运动 方程 : 


+5 Ma’ -3 Ma’ cos20 |à +5 Ma à sin20+ K(8—0,) 20 (14-82) 


将 其 进行 无 量 纲 化 可 得 : 


0=@t+y t=at 





l ? 
T K zMa 
1+ 5 Ma’ L1 Mà (14-83) 


2 
(1- ueos20) SF + 2psin2r + (+2100s2r |y = — usin 27 
r 


出 z} 


数 ， 参 见 文献 ”|。 
Y=ae (Tt) + ae“ p(T) (14-84) 
可 以 使 用 可 变 关 系 参数 j 来 推出 指数 c 和 函数 从 


c=uC, + uC, + 
UD : (14-85) 
MGE RU. + UX, + 


其 中 K=1/r. MGR A VG AASB K =p +tuat… 进 行 取 整 获得 方程 的 
解 ， 这 其 中 p=+1、+2、…。 经 过 大 量 计算 “后 人 们 可 以 获得 未 知 系数 o. 
和 4 的 值 ， 以 及 对 应 的 稳定 边界 。 

奥 拉 维 斯 基 (Oravsky) 和 本 书 作 者 “讨论 过 IP ceca 
情况 ， 研 究 显示 该 系统 也 是 由 上 述 方程 控制 的 。 卡 内 基 “利用 龙 格 - 
库 塔 法 “'”“ 进 行 数值 求解 。 图 14-45 中 显示 了 在 r1 8 r- r-1/2 附近 的 失 稳 
区 域 。 








r=1 的 情况 r=0.5 的 情况 





0 I 2 3 





图 14-45 一 个 变 惯性 系统 的 不 稳定 区 域 


高 德 斯 博 拉夫 使 用 福 劳 压 特 〈Floquet) 理论 求解 了 式 14-83 的 补 函 


Fete 
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Ws 
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14.12 ”密封 和 失 稳 


密封 结构 被 用 于 阻止 流体 介质 从 高 压 部 段 泄 漏 到 低压 部 段 或 者 设备 外 部 ， 
或 者 从 转子 的 一 个 部 段 沿 看 轴 问 泄 汤 到 为 一 个 部 段 。 通 常 密封 结构 位 于 轴 和 机 
畦 之 间 ， 但 有 时 也 会 被 放 在 旋转 的 叶 冠 和 机 辕 之 间 ， 此 时 其 被 称 为 贷 环 密封 
圈 。 而 如 宋 其 位 于 轮 载 和 机 匣 之 间 ， 它 们 会 构成 一 个 级 间 密 封 。 和 密封 结构 本 号 
对 转子 并 不 构成 文 撑 ， 但 是 其 特性 与 那些 油膜 轴承 是 闫 似 的 ， 因 此 在 本 节 将 对 
密封 属性 进行 研究 。 

密封 结构 可 以 被 分 为 两 个 大 类 : 光 背 面 密 封 和 迷宫 式 密封 。 图 14-46 P 
示 了 一 个 简单 的 光滑 面 密 封 结 构 。 如 条 轴 处 于 静止 且 与 密封 件 同 心 ， 由 于 密封 
结构 两 端的 压力 差 会 在 其 间 产 生 轴 问 的 介质 流动 。 由 于 各 种 偏心 的 存在 ， 在 圆 
周 上 会 产生 非 对 称 的 速度 和 压力 分 布 ， 并 在 轴 上 产生 与 轴 位 移 方向 相反 的 力 。 
这 一 现象 会 对 系统 产生 一 个 直接 刚度 系数 一 一 该 系数 最 早 是 由 洛 迈 金 
(Lomakin) “确定 的 。 当 轴 旋 转 时 ， 环 向 的 流动 被 转移 ， 形 成 一 个 沿 着 轴 位 
移 方 问 的 横 同 分 量 ， 并 由 此 产生 交叉 耦合 刚度 项 。 由 此 引起 的 位 移 通 币 伴 随 
有 速度 和 由 速度 引起 的 阻尼 项 。 由 密封 引起 的 刚度 力 和 阻尼 为 可 以 被 表达 为 


式 14-86 的 通用 形式 : 
a 
十 (14-86) 
-K, Ky y 


te aps af 












































该 流 





压力 差 AP=P P, Z 


图 14-46 ”一 个 简单 的 区 请 面 密 封 结构 
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洛 迈 金 '“ 提 供 了 一 个 计算 高 压力 液压 旋转 机 械 临界 转速 和 动态 稳定 性 
的 方法 ， 该 方法 中 考虑 了 间隙 密封 的 作用 力 。 布 莱克 (Black) “ 则 给 出 了 计 
算 刚度 和 阻尼 系数 的 步骤 ， 本 书 作者 "和 克拉 默 尔 " 则 分 别 对 这 一 步 又 进行 
了 概括 。 布 朗 中 也 在 其 分 析 中 采用 过 同样 的 步骤 来 计算 刚度 和 阻尼 系数 。 
考虑 一 个 长 度 为 L、 半 径 为 R HARA C 的 平 密封 ， 其 两 端的 压力 差 为 
Ap。 令 密封 中 的 平均 流速 为 VY， 则 : 














2Ap 


液 流 的 阻力 由 o 表示 ， 其 中 的 阻力 系数 4 取决 于 雷诺 数 (Reynolds number) 。 
peah 
C 


0.375 
À = 0.06685 € n 3 
4b 


(14-88) 
R =ve 


a 


M d 
Ro 
ó x05 
其 中 p AGERE, v 为 运动 粘度 ， 而 C 为 入 口 损失 系数 (其 取 值 为 0.5) 。 
在 阻力 系数 等 式 中 ， 系 数 0.066、 指 数 -0.25 和 0.375 HIKER Hir) 系数 。 
转速 为 œ rad/s。 刚 度 和 阻尼 系数 可 以 被 表示 为 特征 时 间 T=L/V 的 函数 。 
K, -a -ao 
K, =3 TK (14-89) 
Cog 
C, -a,9TC 


un 


LR 
C (14-90) 
C -KT 
AB ao. ai 和 a» 分 别 由 下 式 给 出 : 
00 —2.5AE 


_j4J/E 1 1 
E E 4 55(£+2)| (14-91) 


a, -E+ 


K =Ap 
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其 中 4、B 和 EE 则 由 下 式 给 出 : 








TO 
l+€+20 
1+7b° 
1+4b° 
Lo EG 
= 201+ &+ Bo) 
对 迷宫 陈 密 封 ， 首 移 需 要 确定 一 个 系数 EL 
| Fey l 
E, = 过 OO R 
2 ] (14-93 ) 
Ap * 7, Poly 
其 中 po NAD BE, P 为 平均 密度 ， 而 wo 为 入 口 轴 癌 流速 。 随 后 图 14-47 给 
出 了 直接 和 交叉 焰 合 刚度 。 
= Ka 
V ES 
M ou 
z Ke 
0 01 02 03 04 05 06 07 
E, 


图 14-47 密封 的 刚度 和 阻尼 系数 


密封 的 刚度 和 阻尼 系数 对 高 速 泵 一 一 例如 航天 领域 中 的 低温 泵 -一 的 
稳定 性 分 析 非 常 重要， 工程 界 曾 经 多 次 尝试 设计 试验 台 来 进行 这 类 分 析 ， 读 者 
可 以 参考 文献 ““。 

BER Wt (Childs) 及 其 在 得 殉 院 斯 的 团队 拥有 大 量 设备 进行 密封 测试 并 且 
曾经 做 过 许多 试验 来 确定 刚度 和 阻尼 系数 ， 其 中 许多 结果 都 发 表 在 文献 “中 。 
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VE £8 € (Nordmann) 也 曾 对 密封 结构 进行 过 大 量 试验 ， 他 与 马 斯 曼 
(Massman) ”和 戴尔 茨 〈Dietzen) “分 别 给 出 了 有 限 差分 分 析 来 确定 刚度 和 
阻尼 系数 。 而 本 书 作 者 和 萨 拉 瓦 纳 (Saravana) “所 则 尝试 过 使 用 CFD 软件 来 
确定 这 些 系数 。 

为 了 评估 由 于 密封 产生 的 转子 稳定 性 问题 ， 我 们 可 以 考虑 一 个 杰 夫 考 特 转 
子 ， 其 质量 为 M = 50 kg， 刚 度 为 玉 = 5.0 x 10° N/m， 而 刚体 轴承 的 临界 转速 
为 3020 r/min。 

该 密封 结构 的 相关 尺寸 和 属性 为 : 

















R=0.05 m 
L=0.05 m 
C = 0.0002 m 
Ap = 8 MPa 
p=5 kg/m" 
€=0.5 
v=2 


在 3000 r/min 时 ， 
K4 = 3.64 x 10° N/m 
K. = 1.99 x 10° N/m 
无 阻尼 时 的 控制 方程 为 : 


M Z K+K, Ke z) o 
+ = 
M ||y -K. K+K,\\y 
At +0.346 x10° 2? +0.031x10'* =0 


i = 4 -0.346x10° + J0.12x10" -0.126x10" | 


= —0.173 x 10° + 0.078 x 10°i 
A > =91.57 + 425.89 
系统 啊 应 为 
z= e bon (Ae?! + Be 91) 
在 3000 r/min 转速 下 系统 响应 的 频率 为 42$.89 rad/s, EN 4067 r/min。 由 于 
解 的 实 部 为 正 ， 因 此 该 响应 是 不 稳定 的 。 


14.13 #A ik & 








对 蒸汽 振荡 的 最 早 论述 来 自 于 托马斯 (Thomas) M9。 由 于 轴 的 涡 动 ， 
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图 14-48 所 示 。 美 国 的 阿尔 弗 德 CAlford) 所 针对 燃气 轮机 提出 过 相同 的 解 
释 。 在 美国 ， 转 子 的 疤 不 稳定 力 被 称 为 阿尔 弗 德 力 ， 而 在 欧洲 则 被 称 为 托马斯 
-阿尔 弗 德 力 。 乌 尔 里 希 〈Urlichs) 553 和 沃 尔 拉 布 (Wohlrab ) 29 针对 这 一 问 
题 给 出 了 全 面 的 试验 结果 。 

















图 14-48 ”蒸汽 振荡 


A 为 该 级 的 功率 ， 则 切 向 力 F, (NH: 


Ed 
a (14-94) 
F P 








其 中 fa ABE KERN, HAMI N/m. WA z 7 AA OR 
TE FA PRE br ELI IRIS e 为 : 











cj =ct+Ac=c—zcos¢ (14-95) 
在 理想 条 件 下 ， 间 际 c=0， 且 Aio=[ 内 -oo。 而 在 间 隐 不 为 零 时 ， 每 单位 周 长 
上 的 力 为 : 
f = fa(1=7$) (14-96) 
其 中 7 AWAKE, e 为 间隙 因子 。 现 在 可 以 写 出 在 角度 gf 位 置 时 的 切 向 力 
pa 
fs=f,+Af,=f Lu c- J, 1+%2¢059 | (14-97) 
up | J u Ju ec ~ Ju ] 


RATE PAGEL IER OP RT SIL ERE EY Jk AI SPR A z 方 问 位 移 的 刚度 。 
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2n 
F, = | f, Rsinddó - 0 
0 


2n 
i | f Reosdaé - n7 nf. )z -kz (14-98) 
0 
EST ORE. 
EAD E 





DERBI DUM GER SH UE, mA TRO EBOSSNSUE. EE 
得 的 力 的 关系 式 为 : 





p =—k,y 
F,=0 


ie 0 -—k.||z 
HEN 0 bl 
在 式 14-96 中 托马斯 间 隐 因子 ”的 大 小 为 2K2， 其 中 : 
在 50% 反 动 度 的 反动 级 上 ,KX 2-0.4(w-1.5)+0.2 
在 弱 反 动 度 的 反动 级 上 ，K2% 3.2-0.27(w-1.5)+0.2 
而 叶片 压力 因子 y =2Ahsyw 
我 们 以 一 个 功率 为 5MW、 转 速 为 3000r/min 的 一 级 转子 为 例 。 该 转子 质 
量 为 5000 kg， 轴 的 刚度 为 200 MN/m。 刚 性 轴承 的 临界 转速 为 200 rad/s. 
令 叶 片 长 度 1 为 6em， 轮 盘 半 径 为 40cm。 间 阶 因 子 ”的 值 取 为 S。 则 蒸汽 
振荡 的 刚度 系数 为 : 


(14-99 ) 








= 8.3 MN/m 
由 此 可 以 获得 如 下 的 运动 方程 和 特征 值 : 


M Z K K, |z 
+ =0 
| M IM f MH 
A* +0.08x10° A? -0.001603x10' 20 


fi = 5) -0.08x10° + 40.0064 x 10" - 0.006411x10" | 


= —0.04 x 10° + 0.0033 x 10*i 
À,  — 8.24 + 200i 


DEORE HAR dh RB 
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系统 啊 应 为 : 


8.24t ( Ac" 9 p) 


z=e + Be 


该 系统 响应 发 生 在 转速 为 200 rad/s (1910 r/min) 时 。 因 为 特征 值 的 实 音 
为 正 ， 系 统 在 该 运行 条 件 下 是 不 稳定 的 。 


14.14 WRATH a 


TE FE TR A E RF T EIS Att ERI ER Pg 17 HE BR S IL A Ne AIR E E MR -o 
XE AS ARAL AWE AERAR, KEEA IDRIS Mo IE RA JE 
Be, BAS ASN AS DY TIN ZA tre BRE © LA FZ RERA Fa AI E 
RK, PRO TERS aH EH BURAK S ee HS RA EAS Cty 0 ARR RK, H 
FETS Bit is SJ Jw 7 WU] EE rore ^] BUE: B Br is BEIM. 7 UEC ESS E A AT AY INZ 73 
AY BE SL AE DAE MAAC ARR Y. RACE TKR SI— EI REN IA SENSERI ATE, 
Mif] Se BCT AS AY AC AE so rft HBT AREAS] E RI B6 dB ROA, De Pie A EH AE 
JE. KEEF A i Re T ITAR RAAI FH SE as BS 

RAWEKE PS IE, J ETB TE LOR B EB IS TS EE 08 3826 
过 许多 个 旋转 周期 。 因 此 在 对 具有 裂纹 的 轴 进 行动 力学 分 析 时 ， 可 以 假定 横 回 
RARE EEEN. Bd 14-49 显示 了 一 个 具有 横 问 裂纹 的 杰 夫 考 特 转 于 ， 其 
轴 是 对 称 的 ， 而 轴承 为 刚性 轴承 。 令 K 为 无 裂纹 时 轴 的 刚度 ， 并 考虑 了 由 于 
EJ 5 EGER] ES HER SE 


无 裂纹 的 轴 























[刚度 为 K 
E 





图 14-49 具有 和 裂纹 的 轴 在 重力 作用 下 的 变形 


E 
辆 | 动力 学 及 其 及 展 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 055 ss 
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当 这 个 具有 裂纹 的 轴 开 始 旋转 时 ， 转 子 的 挠 度 会 由 于 轴 的 刚度 变化 而 改 
变 ， 而 刚度 的 变化 是 一 个 与 裂纹 位 置 相关 的 函数 。 当 裂纹 出 现在 最 低位 置 〈( 称 
为 0”) 时 ， 轴 的 刚度 最 小 。 此 时 裂纹 位 于 受 拉 伸 的 轴 纤 维 中 ， 因 此 会 张 开 。 
“San SEW Et ee BS 90” 位 置 时 ， 和 裂纹 的 一 部 分 受 压 闭合 ， 如 图 14-49 中 双 
阴影 线 区 域 所 示 。 此 时 轴 的 刚度 增加 而 转子 的 变形 减少 。 当 轴 转 到 180” 位 置 
时 ， 和 裂纹 位 于 受 压 的 轴 纤 维 中 ， 因 此 是 完全 闭合 的 。 此 时 轴 的 刚度 是 与 无 裂纹 
的 轴 相 当 的 。 而 当 轴 继续 旋转 时 ， 和 裂纹 会 开始 张 开 ， 直 到 抵达 360” 位 置 时 完 
BaF e 

RAARO Bl] — ERENER. OO BORN AO DUE 
其 周围 的 有 限 区 域内 刚度 会 有 所 降低 。 这 一 点 对 在 早期 探测 裂纹 带 来 了 难度 。 

马 耶 斯 (Mayes) 和 戴 维 斯 (Davies) “ ”是 最 早 建 立 横向 裂纹 模型 的 研 
究 人 员 。 裂 纹 周期 性 的 闭合 和 张 开 被 称 为 “呼吸 行为 ”  。 图 14-50 显示 了 
在 静态 和 旋转 坐标 系 中 的 一 根 带 有 裂纹 的 轴 。 为 简便 起 见 ， 我 们 令 n 轴 平 行 于 
裂纹 。 可 以 将 这 个 呼吸 模型 表示 为 : 











图 14-50 We Fe As AA TE e BC A fn 


1 ge bL (14-100) 
已 | | 0 K\\n si 
其 中 由 于 裂纹 导致 的 刚度 减少 量 AK。 的 定义 如 下 : 
AK.#0 5>0 
AK =0 €<0O 
上 述 呼吸 模型 可 以 由 一 个 合 叶 来 代表 ， 该 合 叶 在 受 压 时 闭合 ， 受 拉 时 张 
开 ， 如 图 14-51 所 示 。 其 控制 方程 可 被 写 为 : 





(14-101) 





A^ 


14 


Ht 


Ws 
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M(E - 201 — e £) + C(É — e) + 天 .5= Ma,” + Mg cos at TES 
M(iÓj + 20d — o) C(r + o£) + Kn = Ma,o* + Mgsin ot 
K,-K-AK, €&>0 


_0 £«0 (14-103) 


受 压 状 态 下 的 裂纹 ( 合 叶 闲 合 ) 
£<0 
刚度 = 大 


受 拉 状 态 下 的 裂纹 ( 合 叶 张 开 ) 
>0 


刚度 Ko= K-AKc 





图 14-51 裂纹 的 呼吸 模型 





对 上 去 进行 无 量 纲 化 后 可 以 得 到 : 














2 
Ast 
(14-104) 
其 中 
[K K, 
p = puer ir = 
“M M (14-105) 
w (0 
ra= p anm 
p Pe 
.Mg.. C 
Maa S 2Mp 
- g ; (14-106) 
Nt Ns 
T= pt 
'_d (14-107) 
dr 
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由 于 式 14-103 的 存在 ， 式 14-104 是 非 线性 的 。 伽 十 (Gasch) 和 福 次 纳 
(Pfutzner) "* x] —^- f BESKJTRI r/r=0.9 且 阻 尼 比 为 0.005 的 裂纹 进行 了 研 
究 ， 并 获得 了 计算 机 上 的 模拟 解 。 图 14-52 显示 了 仅 有 重力 而 没有 不 平衡 
(a=0) 时 的 系统 响应 。 响 应 在 r-0.5 时 (重力 临界 转速 ) 达 到 清晰 可 见 的 峰 
值 。 在 0.9«r«1.0 的 范围 内 具有 一 个 不 稳定 区 域 。 而 在 r=13、1/4、… 和 2/3 
等 次 谐 波 转 速 时 还 存在 有 其 他 的 二 级 共振 。 









重力 临界 转速 
1/2 倍 频 不 稳定 区 域 


J | 


次 谐 波 


0 02 04 06 08 1 12 14 16 
频率 比 


图 14-52 具有 裂纹 的 轴 在 重力 作用 下 的 啊 应 


通过 把 裂纹 在 两 个 方向 上 的 刚度 当 作 时 间 的 函数 ， 而 不 是 在 式 14-101 中 
的 阶 跃 函 数 ， 禾 纹 的 呼吸 行为 模型 可 以 更 加 精确 。 施 密 德 《Shimied) 和 克拉 
(Kramer) “把 一 根 轴 当 做 简 支 梁 进行 分 析 ， 计 算 在 不 同 裂纹 深度 上 轴 在 z 
和 yy 两 个 方 同 上 的 刚度 比 (与 无 神 纹 轴 刚 度 的 比值 〉。 这 些 刚度 随 旋 转 的 变化 
类 似 于 图 14-49 中 的 情况 。 其 表达 式 为 : 

K (t) 2 K,4 + AK, cos at 


(14-108) 
K ,(t)=K,,, + AK, cos øt 


gn 


] 
K m =5 Ko + Kj), AK (Ko — Kj) 


] 
K m2 - Ko + K,), AK, (Ko — K;) 


上 述 刚 度 随 固定 在 转子 上 的 坐标 系 〈12) 的 变化 如 图 14-53 所 示 。 在 静 
态 坐 标 系 下 ， 它 们 可 以 被 表示 为 如 下 的 刚度 矩阵 : 


(14-109) 
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TUE K,, + AK cos 2at AK sin 2ot Gane 
E AK sin 200t K,, — AK cos 2at : 
其 中 
K, - 24K O+ KO] 
| (14-111) 
AK =5[K,()-K,(0)] 
Ko 
d 
Ky 
K, 
0 T/O t 27/0 
Closed open closed 
图 14-53 ”一 个 裂纹 呼吸 的 刚度 变化 
通过 式 14-108、 式 14-109 和 式 14-111, 3X 14-110 可 被 重 构 为 : 
[K] =[K.]+ [5,6] 
zl i ps jp (14-112) 
0 K,, AO f) 
其 中 
K’ =} K, (2+x tK.) 
; | 
AK =7 Ko =K) (14-113) 
di Ky’ A Ko 
以 及 


f, (t) = C'cos øt + 2 cos 2at — cos3ot 
f(t) =(C'+ 2) cos ot — 2cos2ot + cos3at 
f(t) =—sin øt + 2sin 2at — sin3at (14-114) 
Ce 4—3k, —k, 

K-K 


由 此 裂纹 轴 的 刚度 矩阵 包含 了 一 、 二 和 三 倍速 分 量 的 谐 波 。 工 程 师 们 还 可 
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以 预测 啊 应 会 包含 半 倍 速 或 1/3 倍速 的 次 谐 流 。 一 个 主 转 子 具有 许多 阶 因 有 频 
率 ， 因 此 在 坎贝尔 图 上 在 一 倍速 激励 下 也 会 有 许多 临界 转速 。 对 每 个 临界 转速 
我 们 都 可 以 设想 一 个 杰 夫 考 特 转子 檬 型。 因此 对 一 个 裂纹 轴 ， 在 所 有 这 些 临 界 
转速 的 1/2 和 1/3 频率 上 都 会 发 生 共振 。 工 程 师 必须 关注 第 一 阶 临界 转速 附近 
的 共振 。 对 此 还 有 一 些 其 他 研究 著作 ， 如 一” 。 

FEAR KRG HF Ceffcott) 对 静态 轴 旋 转 时 的 不 平衡 和 啊 应 给 出 bue 
后 ， 转 子 动力 学 的 各 个 主题 逐渐 形成 ， 本 章 逐 一 介绍 了 这 些 主题 的 发 展 。 
RAR TA EHI Re EACH Nino um i 
的 过 程 。 一 旦 我 们 使 用 普罗 和 尔 IRF DE 
刚性 轴承 转子 的 临界 转速 ， 残 可 以 构建 一 IORI EH HEF oF 
的 其 他 方面 ， 例 如 油膜 轴承 、 非 对 称 轴 和 密封 等 。 即 使 在 今天 ， 这 个 方法 也 是 
最 好 的 ， 因 为 确定 刚性 轴承 的 临界 转速 是 最 简单 且 最 易 实 现 的 。 

在 二 次 世界 大 战 期 间 ， 米 克 勒 斯 泰 德 (Myklestad) 和 普罗 和 尔 〈Prohl) 提 
供 了 数值 方法 ， 当 时 计算 机 和 有 限 元 法 的 时 代 疝 未 来 临 ， 工 程 界 也 还 在 开发 针 
对 转子 的 传递 矩阵 法 。 尽 管 后 来 工程 界 也 开发 了 针对 转子 的 有 限 元 方法 ， 但 
20 世纪 的 转子 动力 学 在 总 体 上 是 以 梁 模 型 为 基础 的 。 
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传递 矩阵 法 


在 12.6 和 12.7 WAPOA TH I ERK (Holzer) EMA SE AI 25 f 
(Myklestad) -普罗 尔 〈Prohl) EETA ae AS JE EEE EE EE 
阵 法 扩展 到 转子 的 研究 中 。 


15.1 由 于 发 电机 短路 引起 的 扭 振 


林 克 Linke ) 四 测量 了 短路 后 的 主 电流 和 励磁 电流 ， 其 中 主 电流 升 到 了 
正常 电流 的 32 倍 。Brown Boverie 公司 号 兽 经 有 过 报告 ， 对 一 台 以 3000 r/min 
旋转 的 8800kVA 的 机 器 ， 其 最 大 短路 电流 可 以 达到 满载 的 10~20 倍 。 这 些 短 
路 电流 会 迅速 减弱 ， 但 机 器 则 需要 稍 长 的 时 间 才 能 恢复 到 平稳 状态 。 

斯 托 多 拉 (Stodola ) 二 则 进行 了 另 一 项 研究 ， 他 希望 判断 一 种 可 能 性 
妈 交 变 电 流 的 周期 是 否 会 非常 接近 轴 的 自然 振动 周期 。 他 使 用 了 一 个 两 自由 度 
的 扭转 系统 ， 其 中 发 电机 转子 的 惯量 为 9o， 而 汽轮机 转子 的 惯量 为 9。 轴 的 极 
惯性 矩 为 万 ， 而 其 刚度 系数 为 G。 电 磁力 的 周期 扭矩 为 M=Mocoswet。 汽 轮机 
和 发 电机 转子 的 扭转 角 分 别 为 向 和 办。 两 根 轴 的 扭转 产生 的 扭矩 为 : 








M, - i - d.) (15-1) 
汽轮机 和 及 电机 转子 的 运动 方程 分 别 为 : 
Oó, =—M, 
(15-2) 
Og, =M, -M 
将 上 面 两 式 合并 可 得 : 
NEC J,G(1 L) M, 
一 内 = 一 —~ +— |(¢, — 0) -— t (15-3) 
办 一 内 I GE (& — 9.) 6, COS ©, 


4 & = J,G(1/09*1/00)/L 为 这 个 汽轮机 -发 电机 系统 在 扭 振 时 的 固有 频率 ， 
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FS dh- h = dH M/Oo= w， 则 式 15-3 可 被 简化 为 : 
$ =- $-—acosa,t (15-3a) 
假设 由 电磁 力 产 生 的 激励 在 一 个 小 周期 中 为 恒定 ， 而 不 随时 间 衰 减 ， 随 后 
由 式 15-3a 可 以 推出 受 迫 振动 的 方程 。 


a 
dy = Acos @t = — 
E 一 中 





; COS ot (15-4) 





p= | ; COS Mt + B cos et + Csin et (15-5) 
E€ 一 中 


对 于 p=0， 在 t=0 时 有 $=0， 由 此 可 得 : 





办 二 z =a (cos @ t — cos et) (15-6) 


Me | A) t A ELAN: 
2a en 2M, 
& —o QO (e^ - 0°) 
今天 的 技术 允许 我 们 更 精确 地 计算 啊 应 。 在 发 电机 终端 的 突然 短路 会 在 转子 
上 产生 极 大 的 扭矩 ， 并 引起 大 于 正常 值 4~5 倍 的 严重 应 力 趾 。 在 现代 的 发 电机 终 
并 上 ， 短 路 的 发 生 仪 能 持续 0.2s， 之 后 束 可 以 被 目 动 控 制 系统 予以 消除 。 在 这 上 段 时 
间 内 ， 短 路 可 以 被 分 为 两 个 部 分 : 第 一 个 部 分 持续 不 超过 0.05s， 其 被 称 为 起 始 瞬 
态 ， 此 时 通过 终 问 的 电流 升 公 额定 值 的 10—15 fi; 而 第 二 个 部 分 BLK A PE 
态 ， 电 流 会 在 额定 值 的 3 一 $ HERE. AE AA EB PS RR: 
e "(HB (Air gap torque) 7 ， 其 在 起 始 瞬 态 阶 段 占 主导 地 位 ， 而 其 衰 
减 取决 于 机 器 的 常量 。 如 果 令 .为 正常 扭矩 ， 则 气 隙 扭矩 为 站 
T, -T,m,e " sin æt (15-8) 
其 中 a 是 起 始 瞬 态 的 特征 常量 ，mi 33815 7J*B. Wü o 为 转速 〈 线 频率 ) 。 
e 电 槐 扭矩 (Armature torque) 7,， 其 在 瞬 态 阶段 占 主导 地 位 : 
T, =T, m e€” sin2ot (15-9) 
其 中 ms Mp NEER RIIE Fit EE. BAX FEY Ae ER I VAI fie 
哈 蒙 斯 (Hammons) “、 本 书 作 者 外 和 和 舒 威 宾 格 CSchwibinger) "等 人 都 
讨论 过 这 类 系统 的 扭转 分 析 。 通 党 情况 下 在 汽轮机 和 发 电机 之 间 的 联 轴 占 都 设 
计 有 保险 装置 ， 这 样 可 以 保护 转子 系统 免 受 损害 。 在 12.6 节 中 讨论 过 的 传递 矩 
阵 法 在 扭转 分 析 时 具有 很 好 的 速度 优势 ， 这 是 因为 它 文 持 用 非常 少 的 单元 矩阵 
来 描述 长 轴 ， 而 如 果 采 用 有 限 元 建 模 方法 则 需要 划分 多 个 单元 来 描述 长 轴 ”。 


Prax = ( 15-7) 
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下 面 举 一 个 例子 ， 其 中 的 发 电机 功率 为 7308kKW， 转 速 为 1500 r/min (Hi 
定 扭矩 为 47800Nm) 。 在 建 模 时 还 考虑 了 齿轮 箱 的 速度 比 为 5.5416. K| 15-1 
中 显示 了 汽轮机 和 发 电机 转子 的 几何 尺寸 。 我 们 将 转子 按照 截面 直径 的 不 同 分 
段 ， 每 段 为 一 个 单元 ， 这 个 例子 中 共 把 转子 分 成 了 59 个 单元 。 而 其 他 部 件 ， 
例如 叶片 ， 被 当做 额外 的 离散 极 惯性 矩 ， 剪 切 模 量 为 0.800x10”N/mm ， 密 度 
为 0.785 x 10? kg/mm’. 








T ae EUR m 
mq 





距离 /m 
图 15-1. 一 个 6MW 汽轮机 -发 电机 组 的 几何 


使 用 传递 矩阵 法 获得 的 前 三 阶 回 有 频率 为 1318.03、4 325.55 和 6 173.07 r/min. 
而 该 机 组 的 模 态 振 型 如 图 15-2。 在 位 于 1318.03 r/min 的 第 一 阶 模 态 中 ， 节 点 落 在 联 
轴 咒 的 低速 一 边 (lss〉， 而 汽轮机 上 的 位 移 会 大 于 发 电机 。 而 在 位 于 4 325.55 r/min 
en 两 个 节点 分 别 位 于 发 电机 轴 的 空心 端 和 联 轴 器 的 高 速 一 边 。 在 
阶 模 态 中 仅 有 发 电机 产生 响应 。 在 位 于 6 173.07 r/min 的 第 三 阶 模 态 中 ， 第 一 个 
a FELD. BAT AERE mL A = SI 
ee AH as aR mo TEXXC— DG F, REFERER ANDES - 























第 二 阶 模 态 最 大 位 移 节 
分 别 落 在 发 电机 空心 


—X— ues 联 轴 器 高 速 端 
Wh | 


相对 位 移 


> 
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图 15-2 前 两 阶 模 态 
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我 们 采用 一 个 等 效 的 离散 模型 来 识别 发 电机 “《 承 党 由 短路 产生 的 激励 扭 
ABO 、 齿 轮 箱 和 汽轮机 转子 。 在 其 中 将 各 个 轮 盘 的 重心 位 置 设 在 表 15-1 中 的 
第 6、12、26 和 47 段 。 





表 15-1 汽轮机 -发 电机 组 的 数据 


段 | 联 轴 器 位 置 (D 外 径 /mm | 内 径 /mm | BREE | 速度 比 / | 重心 位 置 
kg * mm Ref. Gen. Approx. 


| o [oo [ame | we [swew | e 
>|» [aene [ wem am [mere | 19 — 
E o [sew [some | e [ase | 1 
£[ o per [ aene [noo [amener | 19 
s[ 0 [iaw [ e | e [menm | 1 








sf» [iem | mes | «e [aene | 1 | 3 
F[ 9 omen [ e | e [aene | 19 

8 0 .343E+03 290.00 60.00 .000E--00 1.00 

E o [sw [ eee | m menm | 1 

10 0 .250E+03 440.00 00 .116E+09 1.00 


fe [mws [ wem | m | sees | 3m 
al pmeee [ wem | m | reeves | 3m — 
[0 mee [ wem | m nee | om — 
s| | sever [ mee | m [sere | 3m 
[0 poene [e | m [mee | om — 
m o [osos | sem | m mee | om 
[0 pumee [ mem | m [me | 3m — 
S «eee [em | m [mee | om 
| o | ares [zem | m [mem | 1m — 
| 3 fome o [ o9 poem | 1 — 
af | srs [mom | om [mee | 1m — 
| | mores [mem | m mee | 1m — 
[e [wem [mo | e [eem | 19 
[e [omo [ame | e seem | 1e 
[e [umem [we | e paeem ne | 3 
7] mee [rem | o eme | 59 
[e [ome [amo | e seem | 59 
[ce [ueem [me | e seem | 59 
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CHE) 


M PERS 速度 比 / 重心 位 置 
kg * mm? Ref. Gen. Approx. 


Wed DLE CD 长 度 /mm | 外 径 /mm 内 径 /mm 


.164E+03 .000E+00 


RR pem me [m Pe | 3 — 
32 .495E+07 .00 .00 .S96E+06 
: Lo pese e [ Pe | 3 — 
3 | soevor mee | 00 sem | 59 
ssf o amm | mo | mw [sem [ 39 — 
sof «pem | 034 | 00 pem [ 39 
a| o pese mew | 00 [wem [ 59 
[0 oes | mew | 00 [wem [ 59 
| «pem mes | 00 pem [ s — 
[e fowo [sso | m eem | s» 
Ls pem mm [om eee | is 
.123E+02 171.30 .OOOE+00 
Ls pem e [ pem | 3 — 
[ [seem mm | m mee | $9 
| o pesee | muse | 39 | mem 
a 
E 
[9 
[9 
| 





EE ET | o0 | oero 

roco [mne | e | see 

Pree | sme | 0 ew | 59 
a| o | rer mem [ m | esos | $9 
S o | aews em [ wm | actos | sso 
s| mene | 2040 | m [omne | 9 
sf o fomo uem [ m | orion | $9 
sf esee oem [ m [omne | $9 
vf o esee omm [ om [ommno | 9 — 
| eee | sae | m [omne | sso 
s| o eee ow | om | worsen | 9 


R 15-2 FIH qp x^ ARRONE 获得 的 固有 频率 为 1317.812, 
4325.754 和 6173.256 r/min。 这 个 四 转子 模型 随后 可 被 用 于 确定 系统 在 短路 条 
件 下 的 啊 应 。 


m 
B DTE D) EE 


.780E+02 212.60 | 00 .613E+06 l 
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X 15-2 等 效 模型 





ERI) (mrad) EMME, Nm. aa) 


1 6 30.4 1.197 6.832 
> TET IT TT 
182.23 2.05 3.253 


在 式 15-7 和 式 15-8 F, ma = 6.1538, m, = -3.0769, a=12 HB — 4. H 
SER AS AY ES run 15-3 所 
Ro 第 3 一 4 Bb (齿轮 箱 的 右 B-—: 

侧 ) 的 响应 在 短路 冲击 后 第 于 
0.09s 达到 峰值 ， 该 峰值 是 额定 | 
扭矩 的 2.6 倍 。 

一 个 齿轮 箱 失 效 的 情况 
下 ， 在 完全 失效 前 的 转速 下 降 过 
程 中 ， 系 统 会 在 1318 r/min 处 经 
历 一 个 共振 。 因 此 ， 我 们 还 考虑 图 15-3 由 于 地 面 失 效 造 成 的 扭矩 的 幅 值 
了 每 个 倍速 回 量 的 共振 分 析 。 图 15-4 中 给 出 了 由 此 产生 的 应 力 。 从 图 中 可 以 看 
到 响应 会 持续 增加 ， 在 第 0.275s 时 第 2—3 段 ( 联 轴 器 的 低速 端的 幅 值 达到 
4.5。 而 在 接近 第 一 阶 模 态 的 1317 r/min 的 转速 上 ， 该 幅 值 甚至 会 更 大 。 
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时 间 (fb) 





Response 1-2 
Response 2-3 
—— Response 3-4 


L3 4 4313 
doo 


BAS C et 


wATT HH. 
Y WUN 
Vw T 





0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 
时 间 (fb) 
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15.2 FF Me dea) BY E XB GS 


在 12.7 节 中 讨论 过 针对 静态 结构 的 米 元 勒 斯 泰 德 (Myklestad) 和 普罗 尔 
(Proh) 法 的 传递 矩阵 形式 。 现 在 讨论 如 何 将 传递 矩阵 法 用 于 转子 的 不 平衡 啊 
paper, 

图 15-5 sean f —7 EPPA oo. A 15-6 则 列 出 了 其 在 
这 两 个 平面 内 的 状态 量 。 采 用 和 平衡 关系 可 以 构建 相 邻 两 点 间 的 传递 矩阵 。 将 
x-z 平面 内 弯曲 和 x-y 平面 内 弯曲 写成 如 下 的 状态 向 量 : 























S, 
i-e (15-10) 
m » 
{Sj} = í ; {5,}= : (15-11) 
" JM, c E 
K u^ 





图 15-5 一 个 转子 的 轴 单 元 





ral 


图 15-6 传递 矩阵 的 状态 





E 
B TR 
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TE x-z FHA, Jo ROR sk 12-68 给 出 。 而 在 x-y FRA B 3 EE 73: 





Pop 
L |] 1 EL R 
y 2EI G6EI|| V 
M. EI  2EI || M. (15-12) 
00 1 / 
Ky i Vy i-l 
00 0 1 


(65,3; =F] S, 
将 式 12-68 与 式 15-12 GIF, AWA BITE i MARERE: 


(s JEF] o] fia 
Hay -li milis (15-13) 


而 点 矩阵 则 由 式 12-69 给 出 。 
AA EE y 方向 的 响应 将 与 了 方向 的 响应 不 同 。 此 外 ， 从 网 15-7b 中 可 以 
看 到 ， 啊 应 由 余弦 和 正弦 分 量 组 成 。 











a 


A 
Uu, Me; COS D 


u= m;e; sin f, s 


Des i] 
SN I 
"s Drap a 


a) b) 
图 15-7 在 不 同 坐 标 方 同 的 不 平衡 质量 和 平衡 关系 
a) 旋转 坐标 系 下 第 i 个 不 平衡 质量 b) 第 i 个 不 平衡 质量 的 平衡 关系 








由 此 我 们 令 : 
{5,} = bee. {S} = M (15-14) 
a oa 
iuge "4 "GE x (15-15) 
[o Es 





MR Rea kOe 





V, V; 
办 : I 从 = 
(k=) ay SA) yy (15-16) 
«e. zs 
为 了 计算 响应 ， 我 们 用 一 个 单位 矩阵 来 增加 一 行 和 一 列 ， 并 写 出 如 下 的 通 
用 传递 关系 : 
S.) [LF] [o] [0] [0] (](s.]" 
S. [0] [F] [0] [0] (0)||S, 
Sp =| [0] [0] [F] [0] (055, f 
s.| |t) [01 [0] os T 
1j, (00 (0 (0 (0 1J[1]J, 
(SY, S LF LG 
还 可 以 按照 图 15-7b 的 形式 写 出 通用 的 点 矩阵 关系 : 
S.) [EPI [0 [0] [0 mml Sa) 
s. [0] [P] [0] [0] (mj | Sa 
Sp -|[0 [0 [P] [0 im4$. | 
S, [0] [0] [0] [P] m} Ss norm 
Lj, |{0 (0 {0 CHT 1 1 
{S}* =[P] (S) 
其 中 
0 0 0 0 
=— 0 = = = 
{m} = 0 {m,,} = 0 im, = 0 im.) = 
-u0 |. UO uc ; uo j, 
(15-19) 








现在 我 们 建立 如 下 的 非 均 质 方程 来 计算 给 定 边 界 条 件 下 的 不 平衡 啊 应 ， 例 
如 一 个 两 并 由 刚性 轴承 文 撑 的 转子 。 


Shad SEPT ec a al [E], (Sy, 
(Sua B [U] {S}, 


E 
辆 | 动力 学 及 其 及 展 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 055 ss 


(15-20) 
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Un Ug Ue Ug “Wiio U2 o Wu o Ug 0 Uy 17 

Wy, U34 Us 16 s Uz 17 

Us > 0 — 

i fetal b CG&2D 
Uy 2 9. 

Ui» a” = 

U3 2 办 + 

Hs) usie | (V, Wis 17 


YS JQ 


AE E fa] — rà , —— M" 
r(t) =e” io. TV) + i(v, -w) [ee Row, 2v) Tio, ew) | (15-22) 


15.3 ” 双 轴 转子 分 析 


古 普 塔 (Gupta) 等 人 中 将 第 15.2 节 的 分 析 扩 展 到 了 双 轴 转子 的 分 析 ， 他 
们 研究 了 一 台 飞 机 发 动机 ， 其 模型 
中 包括 1 号 低压 转子 〈 内 转子) 和 
2 号 高 压 转子 (外 转子 ) ， 两 者 ~ 
通过 一 个 中 介 轴 承 组 装 起 来 ， 如 
图 15-8 所 示 。 {Z}oa 
其 中 内 外 转子 的 转速 不 同 ， 
令 内 转子 的 转速 为 ww， 而 外 转子 
的 转速 为 w,， 则 响应 为 : 图 15-8 双 轴 转子 的 构成 示意 图 


w=w,,, COSO t+ WwW, SINO f + w, COS@,t+w,, sina,t 





0=0,,cosa, t+, sino, t+0, cosa,t+é@, sina,t 
M, =M pem COS@,,t+M,,,, SIN Opt +M on COS Ot + M on sino 


V, =V n Cos @,t * V... , sino, tV, cosa,t+V,,, sin o,t 


zcm ZSm zcn ZSN 
V=V,,, COSY, f + V „ SI OO, Lt V, COSa,t+v,,sina,t 
办 = 人 办 COS0,t+,, Sno, t+, cosa,t+¢,, sina,t aes 
M,=M,,,,COSQ,t+M,,,,sino,t+M,,,cosa,t+M,,sina,t 


V, =V em COS Opt + Vi, SN Opt + Vi, COS @,t + V... sino 


yem 


现在 状态 向 量 共 有 33 “Si, PEREM FEEL A 33x33. HPA AAE 
阵 为 : 
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[B ] 0 [B ] 0 
Oo Bal O0 [bal 


一 OO OO Oo © 


[B 5333 a [Bm2] 0 [Bm] 0 ( 15-24) 
0 [Bp] 0 E] 
0 0 0 0 
[B CD=1 i=1,2,---,8 
[B (4,1) 2 [8,4 (8,5) =—K., + mo, 
[Bn ](4. 5) = cC IU. 
[B,. 1(8, 1) = C. O0, 
(15-25) 


[Bn (4.1) 2 [B,,, (8,5) = K, 
[Bn 4 5) 一 Cy Op 
[Bn 1(8, 1) = = 
Rest [B4] — [B22] — 0 
将 上 式 中 的 Om BRN ww;， 可 以 获得 矩阵 [Bnal] 和 [Bwz2]。 而 将 上 式 中 的 肢 
标 Z TH y 进行 对 调 ， 可 以 获得 矩阵 [Bjyi] 和 [By2]。 E Ss 还 可 DAR TS FE BE 
[Bry JA [Boy] - 
由 此 可 以 推导 出 内 转子 的 第 i 个 不 平衡 质量 啊 应 的 点 矩阵 : 
i,» [B] 0 0 0 i {Sad} 





i 0 [PF] 0 0 SEES 
{Son} 0 0 [B] O0 m, |} {Syn} (15-26) 
15223 0. 0 0 IE] 0 | 15, 
lj, 0 0 0 0 l ] 
其 中 
0 0 
0 0 
0 0 
-u, OQ, uu 
Mind =) 0 (Mamy = 0 (15-27) 
0 0 
0 0 
UO, u o, 


分 列 





同样 可 以 使 用 co, 来 推出 外 转子 的 相应 点 窃 阵 。 此 外 由 于 两 个 转子 是 
中 介 轴 承 连接 的 ， 还 需要 写 出 接 尖 的 条 件 。 在 接头 点 有 两 个 轴 ， 其 转速 
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为 Om ARTF) 和 On ORT) 。 令 D4] 为 从 内 转子 的 元 中 到 接头 点 的 传递 
AREE: [8B] 为 从 内 转子 的 右 端 到 接头 点 的 传递 矩阵 ， [CO] 为 从 外 转子 的 左 妆 到 接 
KARERE; [D] 为 从 外 转子 的 右 病 到 接头 点 的 传递 滤 阵 ， 由 此 有 : 


(S35; =[A] {Sto 

{Shon -[8]1(5)7; 

{SH =[C]{SY}oc 

{Stop -LB]GST;; 
在 这 个 内 转子 的 接头 点 上 有 : 





(5), 2 LIST, +B KS - L8 55; = [L1 E71] 35; 7L 7; 


与 之 类 似 ， 在 外 转子 上 的 接头 点 上 有 : 
(Sy - [LU] E] 637; -BHS 
将 上 述 两 式 分 别 代 入 式 15-28 的 第 二 和 第 四 项 ， 可 得 : 
(So, =[B][71+[8 I] KS} -BIB HKS 
{Stono - LD][U] * L8] 657; -IPB HS} 
而 由 式 15-28 的 第 一 和 第 三 项 ， 上 式 可 以 变 为 : 
{Sos =[B]L1+ E8"]]L 4165354 -[B[BIC]S}oc 
{Stop -EDI[LIT- L8]]ICTGS Yo -[PIB IA] (S35, 





(15-28) 


(15-29) 


(15-30) 


(15-31) 


(15-32) 


在 上 式 中 的 第 一 个 方程 两 边 左 乘 [B] ， 而 在 第 二 个 方程 两 边 左 乘 [D] ， 





则 上 式 可 以 变 成 一 个 矩阵 方程 。 
hou 
Ph [B,] [Cn] g Shon 
[4] 0 [cj [D,] 


=0 


66x132 Soc 


Stop 132x1 


(4,,]= [Z+ BA] 
(C,]=[1+ BC] 
[B,] - BT" 
[D,] - ADT" 
[C,,]=1B IC) 
[4,] - -LB"]LA] 


(15-33) 


(15-34) 


MR Rea kOe 
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"A. B. CI D 四 个 轴 段 目 由 问 的 初始 状态 量 一 一 {SYo 同 量 中 的 My、 
Van MM VINE, KEX 4 个 起 始点 来 说 未 知 量 为 w、0、v 和 Gp。 而 对 每 
个 起 始点 有 16 个 未 知 量 : 例如 {So4} 中 的 -wem、Oem、 一 Wsm、Osm、 一 Wen、 Gens 
Wins Oas Vens ems. hmr sms Vens Dens Ven ine FE {Son} ~ {Soc} {Sop} F 
与 此 相似 。 因 为 在 式 15-33 中 M, VL eA, PAMAN 15-33 这 个 66x132 
的 矩阵 中 去 掉 第 3. 4. 7. 8. 11. 12 列 ， 第 64. 65. 69. 70 列 ， 第 97. 
98、102、103 列 ， 以 及 第 130. 131 列 。 我 们 还 注意 到 向 量 的 第 33. 66. 99 
和 132 个 元 素 为 单位 值 ， 因 此 将 其 与 矩阵 中 的 对 应 列 相 乘 时 会 产生 独立 于 任何 
状态 量 的 常量。 由 此 产生 的 4 个 和 常 量 可 以 被 放 到 相应 方程 的 右边 。 因 此 还 可 以 
从 式 15-33 rp $878 33 和 66 行 。 综 上 所 述 ， 可 以 将 式 15-33 简化 为 : 














[A lees 1b 6a = ba (15-35) 
其 中 
‘Sous 
S 
g] So 
{Soc} 
{Sop} 
以 及 
B, zi A ni33 F Bi 33 dE Cini 33 A D, i33 





可 以 求解 式 15-35 的 线性 系统 来 确定 {So}。 由 此 可 以 利用 适当 的 传递 矩阵 
来 依次 确定 各 个 点 的 状态 回 量 。 为 此 需要 编写 计算 机 程序 。 

接 下 来 我 们 考虑 图 15-9 中 的 一 个 双 轴 转子 的 实例 ， 其 中 两 个 转子 的 质量 
均 为 54.43 kg。 





$25.4 
d 4000 r/min 
54.43 
M 3000 r/min 
| 121mm 121mm | 


图 15-9 ”一 个 简单 的 双 轴 转子 系统 


支撑 轴承 和 中 介 轴 承 的 参数 如 下 。 
Ky= 17.5 MN/m; Ky,= 10.0 MN/m; Ky = 10.0 MN/m; K- = 17.5 MN/m; 
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C» = 700 KN-s/m; Cy, = 400 KN-s/m; C;- 700 KN-s/m; Cz = 400 KNs/m. 
图 15-10a 和 图 15-10b 分 别 显示 了 内 转子 和 外 转子 在 一 个 完整 周期 内 的 啊 
应 。 它 们 都 显示 出 了 椭圆 形 的 轨迹 。 时 间 周 期 7 了 为 : 








p-4 
其 中 p 和 9 为 满足 p/q=On/Om 的 最 小 整数 。 在 单个 周期 内 的 环 状 轨迹 个 数 为 
n={max[@, On|} {(p-g/(@n-@m)} o 


| V 微米 V 微 米 











,4000 RPM 
VoRHE = 3000 RPM 
20 
W 微米 
b) 


图 15-10. Ay FEET PIS SLE 
a) 内 转子 的 涡 动 轨迹 “bj 外 转子 的 涡 动 轨迹 


在 计算 机 时 代 的 初期 ， 当 机 器 能 力 较 低 时 ， 传 递 矩 阵 法 发 挥 了 重要 的 作 
用 。 对 简单 的 要 曲 问 题 ， 它 们 最 小 仅 需 要 用 4x4 的 算 阵 来 存储 最 终 或 总 体 的 传 
递 矩 阵 ， 即 便 对 如 本 节 所 讨论 的 复杂 算 例 ， 其 所 需要 的 最 大 矩阵 的 规模 也 仪 有 
133x133。 这 个 存储 与 分 析 中 所 采用 的 分 段 数量 无 关 。 但 是 对 于 真实 的 复杂 转子 
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系统 ， 在 用 梁 柑 型 进行 建 模 时 ， 该 方法 需要 大 量 的 专业 经 验 和 时 间 来 建 棕 ， 有 
些 情况 下 还 需要 编写 一 些 特殊 的 程序 。 在 20 世纪 80 年 代 后 有 限 元 方法 元 服 了 
这 一 缺点 ， 并 且 变 得 越 来 越 普 及 。 而 且 在 今天 针对 转子 的 有 限 元 方法 也 在 转 问 
实体 转子 模型 ， 从 而 克服 了 梁 模 型 中 许多 由 于 简化 和 近似 所 引起 的 问题 。 
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转子 动力 学 的 有 限 元 方法 


在 第 13 章 中 ， 我 们 讨论 过 针对 静态 系统 的 有 限 元 方法 。 转 子 动力 学 的 研 
完 在 历史 上 了 晚 于 静态 结构 的 研究 ， 因 此 针对 转子 动力 学 所 开发 的 有 限 元 方法 也 
晚 于 静态 结构 的 有 限 元 方法 。 


16.1 尼尔森 ( Nelson ) 梁 单元 


针对 转子 有 限 元 方法 的 开发 是 由 鲁 尔 (Ruhl) 和 布 克 尔 (Booker) “开创 
Ho JERE (Nelson) MÆRK (McVanugh) 【中 则 引入 了 陀螺 效应 ， 从 而 
拓展 了 这 些 方法 。 左 尔 兹 (Zorzi) 和 尼尔森 ”最 先 引 入 了 轴 向 扭矩 效应 。 而 
尼尔森 “| 则 最 先 将 铁 木 辛 哥 梁 理论 引入 到 转子 动力 学 单元 中 。 读 者 如 果 需 要 
了 解 相 关 有 限 元 法 的 细节 ， 还 可 以 参考 文献 ““ ”| 

尼 尔 条 的 广义 铁 木 泣 哥 染 单 元 包含 了 扭转 运动 。 在 这 里 简要 摘 述 一 下 其 推导 过 
Fe. Al 16-1 显示 了 一 个 两 节点 十 自由 上 度 的 轴 单 元 。 包 含有 扭转 运动 a 的 动能 为 : 














图 16-1 尼尔森 Nelson) 的 广义 铁 木 等 哥 转 子 深 单元 


s qo : : : : r 
T -5]. {pA +0) « 1? +O) di 
L 
0 


l EE (16-1) 
= {1p(@+ &)(06 — $0) — 1, (0 - à), di 
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其 中 Ip 和 Ip oy Fall 731X 7 3t 5 76 8 br I E a BY TAL PE A PE RR oT 


E BY) BE HG A SHS pe BE 35 H6 73 : 


D ee Buses f res NS a2 Eo lt PEE 
U =5|, (6 +ø die f, K'GAl O dy +(w't+ 9) j&t * J, GI æ? d$ 


其 中 天 是 剪 切 校正 因子 ， 其 表达 式 为 : 


ia 6(1 4- V) +m y 
(7+ 6v)(1+ m^ y. - (20 - 12v)m* 


这 里 的 v 是 泊 松 比 ， 而 m 是 轴 单 元 内 径 与 外 径 的 比值 。 
这 里 假设 的 形状 函数 为 : 


Pol -FOA 


w(x) 
p i = [oa] {a} 
pÀ) 
a(%) - [G(3)] (d) 
其 中 
0 0 0 0 0 
[P(A)] = V W 
YW 0 0 0 y, -v, 
0 一 0 0 0 - 0 
cre Ó >; h 内 
4 0 046404 0 04 
pe-[oD 00040000 8] 
并 且 


idi ev Wi 6, w a, v, W, O, 内 
式 16-5 中 的 各 个 单项 为 : 
] 
A 
L 
1+ @ 
] 


Y, = ig 274 t 3a? + Ma] 


La 
V/A E -I 





[2a° —3a^ +1+ (1 — a)] 





V b —2a^ +a + Dal -| 
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dj 


(16-2) 


(16-3) 


(16-4) 


(16-5) 


(16-6) 


(16-7) 
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ge 
L(1-- o) 
h = 44+1+ 0-a) 
_ 6a(1- a) (16-8) 
; L9) 
ó, = TE d -Zerva 
0 =1-a 
TET (16-9) 
其 中 
E 
— DEI (16-10) 
K'GAL 
利用 拉 格 天 日 法 ， 我 们 可 以 得 到 : 
[M^ ]{d°} + OG Md* Y - [C JG} = (F3 (16-11) 
其 中 
[M ]- LM; ] - EM] * [M; ] 
[M;.]- [M;.], + ®[M;], + b" [M; ], 
[M5] - [M5], + PMR] +D [MR] (16-12) 
[G^] - [G h + PG], + Tc 
[K ] 2 [K h + DIK ], -[& 5] 
上 式 中 的 各 个 矩阵 分 别 为 : 
Fo) AY s Se FBS 
312 
0 312 
0  -44L SL 
44L 0 0 8L 
Me] =m 0 0 0 0 0 
T9  T!108 0 0 26L 0 302 
0 108 -26L 0 0 0 312 
0 26L -6F 0 0 0 44L 8P 
-26L 0 0 -62 0 -44L 0 0 SP 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 


sym 


to 3 


ea 
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588 
0 588 
0 -7L 1402 
77L 0 0 140 
MJ =m 0 0 0 0 
DICTI IS» —1 0 63L 0 588 
0 252 -63L 0 0 0 588 
0 6L -MD 0 0 0 TIL 147 
-63L 0 0 -14p 0 -77L 0 0 147 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 Of. 
280 
0 280 
0  -35L 7L 
35L 0 0 7L 
IMiL-m 0 0 0 0 
T? T'140 0 0  35L 0 280 
0 140 -35L 0 0 0 280 
0 35L -77 0 0 0 35L IP 
-35L 0 0 -7D 0 35L 0 0 7P 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 Of, 
(16-13) 
Sth m, = LU t) 
840(1+ ) 
转动 的 质量 矩阵 
36 
0 36 
sap AL 
3L 0 0 4P 
Me] =m 0 0 0 0 0 
F9? RI 36 0 0 -3L 0 36 
0 -36 3L 0 0 0 36 
0 -3L -D 0 0 0 3L 4L 
3L | 0 -V0 3L 0 0 4P 
0 0 0 000 0 0 0 O0 
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0 
-—-]5L 
0 


[Mkh = Mpg 


O >o GC o >o >O >o O © © 


Km 


Be ee SU By RB PE 
0 
-360 





pnuL (x, 一 r ) 
” 120L(+O ` 


0 
0 
ISL 
0 
0 


O >o ocu C o uu © 
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SD 
0 5P 
0 0 
0 I5L 
-15L 0 
-SL 0 
0 -5P 
0 0 
107 
0 107 
0 0 
0 0 
0 0 
SL 0 
0 5P 
0 0 
0 
47 0 
0 0 
3L 0 
0 3L 
0 -LE 
L 0 
0 0 


O >o UC X XD © 


O >o >o OO Oo © 


O >o >o XO Oo © 


O >o OO © © 


0 
0 
0 
ISL 
0 


OO >o OO © 


0 
ISL 
0 
0 


1072 
0 
0 


5D 
0 
0 


1072 
0 


5D 
0 0 


0 


sym 


sym 


(16-14) 
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0 
0 0 
-15L 0 0 
0 -15L -SP 0 
, 2m, | 0 0 0 0 0 
[Ch-7 T o o sp 0o 0 0 
0 0 0 -15L 0 0 0 
-15L 0 0 --5r 0 15L 0 0 
0 -15L 5L 0 0 0 15L -SP 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 Ofm 
0 
0 0 
00 0 
0 0 -10L 0 
[G*], = r (16-15) 
00 0 0 000 
00 0 sr 000 0 
00 -5° 0 00 0 -10L 0 
00 0 0000 0 0 0, 
Pal) E RB BE 
12 
0 12 
0 -6L 4L 
6L 0 0 AL 
0 0 0 
[K h =k 
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oO o © 


[Kl 


扭转 的 质量 矩阵 


| 
(16-17) 
l 
sym 


0 0 0 0 2 


0 0 0 0 0 0 

00 0 0 0 0 0 

000 0 0 0 0 0 

000 0 0 0 0 0 0 
l 


0000 


扭转 的 刚度 矩阵 


0000 0 0 
00 0 0 0 0 0 
000 0 0 0 0 0 
000 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 -1 0 0 0 0 


轴承 单元 的 矩阵 为 : 
C, C, y Ky, Ky. y _ pb 
e EHE em ow 
对 一 个 柔性 的 扭转 耘 合 ， 其 应 变 能 为 : 
U, = Sk (Gm - 0) (16-19) 
T RS A EREN: 
ko Ko |] @ | pe 7 
3 M ME (16-20) 
由 此 可 得 系统 的 运动 方程 : 
[M,l{d,}+[@[G,]+IC,]]{d,} +[K, = CF.) (16-21) 
如 果 有 齿轮 副 存 在 (可 以 参考 式 16-25 和 双 轴 转子 的 情况 ) WIPE: 
[Gi] 
| 2a 
C 








第 二 个 转子 的 陀螺 效应 窍 阵 为 wxyowi[G,]。 

将 式 16-21 的 右边 设 为 零 来 确定 特征 值 和 特征 问 量 。 对 一 个 无 阻尼 系统 ， 
可 以 直接 获得 双 转 子 系统 或 者 一 般 转 子 系统 的 轴 间 同步 涡 动 的 特征 值 。 而 对 于 
有 阻尼 系统 ， 则 有 必要 男 出 坎贝尔 图 来 获取 临界 转速 。 

与 传递 矩阵 法 相 比 ， 有 限 元 方法 的 一 个 明显 优点 在 于 ， 在 组 装 转 子 模型 时 
不 需要 重 构 中 介 轴 承 条 件 “|。 

下 面 考 虑 一 个 如 图 16-2 的 双 轴 转子 的 例子 ， 该 算 例 由 拉 建 (Rajan) 等 人 


提供 
ZN o 
fi - 
作 1.905 cm Ti @ 


2.54 em r, 17.519E6 N/m 











26.2795E6N/m 17.519E6 N/m 


] 





8 8.7598E6 N/m 


转子 | : 


Ta "5 rn 
1.52 cmr 


图 16-2” 拉 建 等 人 提供 的 双 转子 系统 模型 "7 
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该 算 例 的 相关 参数 为 : 

距离 : 1-2 = 7.62cm; 2-3 = 17.78cm; 3-4 = 15.24cm; 4-5 = 5-6 = 7-8 = 9-10 = 
5.08cm; 8-9 = 15.24cm. 

质量 : 2 = 4.904; 5 = 10.02034; 8 = 0.01469; 9 = 2.227kg. 

I,: 2 = 0.02712; 5 = 0.02304; 8 = 0.01469; 9 =0.0972 kgm’. 

Ip: Ip = Ip/2; E = 206.9GPa; p = 8.304 kg/m’; œz = 1.50. 

d 16-1 给 出 了 该 模型 的 临界 转速 。 如 果 和 需要 了 解 完整 的 计算 过 程 和 结 
果 ， 读 者 可 以 参考 文献 1。 





表 16-1 NTARE (rad/s) 


Mode No. 
o =Q,1" 863 
o =Q,2" 1 606 
o =2,3" 2 283 
@ =-Q,1" 660 
o --Q2 1 423 
493" 2 125 
J5 112 175 
2n 568 019 


16.2 齿轮 转子 系统 与 混 ; 


伦 德 (Lund) “考虑 过 齿轮 转子 系统 的 侧 向 与 扭转 耦合 振动 问题 。 莉 达 
(Lida) 等 人 “研究 了 一 个 包含 扭转 和 普 曲 耦合 振动 的 简单 齿轮 系统 。 戴 维 
(David) 和 帕克 (Park) 外 在 截断 傅 里 叶 级 数 中 创建 了 一 个 具 轮 网 格 的 刚度 方 
程 并 研究 了 由 于 不 平衡 引起 的 非 线 性 轮 盘 啊 应 。 舒 威 宾 格 等 人 (Schwibinger) 
站 则 将 这 些 研究 应 用 到 3 种 不 同 的 转子 模型 中 一 一 静止 无 旋转 的 轴 、 由 滚珠 
轴承 文 撑 的 旋转 轴 和 由 轴 颂 轴承 文 撑 的 旋转 轴 ， 在 研究 中 他 们 证 明了 理论 和 试 
验 的 良好 相关 性 。 舒 威 宾 格 和 诺 德 曼 (Nordmann)“ "后 来 还 将 这 一 研究 延伸 
到 稳定 性 的 领域 。 

卡拉 曼 (Kahraman) 等 人 | 为 由 柔性 轴承 支撑 的 齿轮 转子 系统 开发 了 一 个 
有 限 元 模型 ， 访 模型 包括 了 转动 惯量 、 轴 问 载 傈 和 人 齿轮 网 格 的 刚度 和 阻尼 。 这 
里 将 把 在 16.1 节 中 讨论 过 的 有 限 元 方法 延伸 到 齿轮 转子 系统 的 研究 上 ， 这 些 
研究 是 由 本 书 作者 等 人 共同 完成 的 ， 读 者 可 以 参考 文献 站 和 文献 |。 

















to 3 


NIRIANA 


—274— 

图 16-3 显示 了 一 个 齿轮 网 格 模 型 ， 这 里 面 的 齿 都 被 沿 着 压力 线 的 等 效 刚 
KAMENE. RIER GEHE, Fi EAA Y: 

B= k, (vs =v | )sin 办 +k, (ws — wi; | )cos @, -k (naf -ra;) (16-22) 

在 齿轮 1 上， 齿轮 网 格力 的 分 量 可 以 表示 为 : 
F,, =F, sing, =k,[-S’ -SC 0 0 -nS S^ SC 0 0 -n$](qi) 
E,,-F,cosó,-k,[-$C -C° 0 0 -nC SC C* 0 0 -nC]{g’} (16-23) 
Ta =F, =k nS -nC 0 0 -nf nS nC 0 0 -nnliat) 

与 之 类 似 ， 在 齿轮 2 LA: 
Fy, =-F, sing, =k,[S? SC 0 0 nS -S° -SC 0 0 nS]{gs} 
F =-F,cosø, =k, [SC C^ 0 0 nC -SC -C° 0 0 nC]{gs} (16-24) 
T,-nF, =k -nS -nC 0 0 -nr nS nC 0 0 -rn]igtà 

而 对 这 个 齿轮 副 ， 可 以 得 到 其 运动 方程 。 


[Ci 
[ME] ty LS; ] 
1 [ME] IL tO 


E E} ={FF 16-2 
> iaf tq} SIMILE {F5} (16-25) 


-S° -SC 0 0 -nS S^ SC 0 0 -ns 
-SC -C 0 0 -nC SC C^ 0 0 -rC 
[S]=| 0 0 00 0 0 0 00 0 
0 0 00 0 0 0 00 0 
-rS -nC 0 0 -rx nS nC 0 0 ~rr, 
S^ SC 00 nS -S^ -SC O O mS 
SC C^ 00 zC -SC -C 00 nC 
Sle) © 0 00 0 0 0 00 0 
0 0 00 0 0 0 00 0 
-PS -pC 0 0 -rr nS nC 0 0 -r 


FH 
(a) =i wi OF d af vj wi OF g az} 
在 第 14.3 节 中 ， 简 要 讨论 过 油膜 轴承 的 线性 刚度 和 阻尼 系数 。 但 是 莫 汉 
(Mohan) 和 哈恩 (Hahn) -证 明了 在 现实 中 这 些 力 都 是 非 线性 的 。 这 里 我 们 
不 给 出 推导 过 程 ， 而 是 给 出 短 挤 压 油膜 轴承 一 一 第 被 长 机 发 动机 设计 师 们 用 来 
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提供 额外 的 阻尼 一 一 的 径 癌 和 切 问 分 量 的 非 线性 关系 。 这 
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这 些 力 的 水 平和 竖 直 分 量 为 : 
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(16-26) 


(16-27) 


(16-28 ) 


7G We — PS EK ee TE DT Hs TH HR BJ as 7K ERU TRI Pe a, FI ST AEN: 


[M]ig} + (¢, 1S, ]+1C. Digs + (A, LS, ] - LK, Digs = tas 
Eh, {q} = {vi wi a v wa 。 此 处 有 : 
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-rS 
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F +M eQ’ cos(Q,t + V.) 
F, +M eQ; sin (Qut -y4,)- Mg 
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Ww 
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,+ Mje,Q, cos(Q,t + v, ) 
Fo + M,e sin(Q,t - w,)- M,g 
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(16-29) 


将 式 16-29 中 的 前 两 项 除 以 McQ, EZRA jb1Q1， 和 第 四 和 第 五 项 
除 以 Mc, Q’, 而 第 六 项 除 以 Ly, 最 终 可 以 得 到 一 个 无 量 纲 形 式 的 方程 : 


inan «(ee 1 [S,]+ alt. ija (s [S,]+ 二 四 -加 (16-30) 
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5 (Shiau) & APH A 3 ESR if E ERZSI DREWNA TN T 
的 一 般 研 究 可 以 参考 文献 “。 这 里 采用 的 齿轮 副 参 数 如 下 。 
Š = 2,6, 2107, ty =e =N =N, =, = Sq =! 
办 =22.5°,¢, = = 0.0005, S, = 0.03 








W, =0.1 =y, =0 


这 里 确定 的 临界 转速 为 0〈 刚 体 扭转 ) . 0.79 CHG HRB) . 1.0. 1.0, 
1.0〈 侧 向 振动 ) 82.522 (耦合 振动 ) 。 

不 平衡 效应 : 在 所 有 情况 下 ， 我 们 都 假设 相同 的 初始 条 件 ， 即 所 有 的 啊 应 
和 速度 均 为 零 。 当 系统 在 时 域 中 达到 稳定 状态 后 ， 以 每 转 一 次 的 频率 记录 连续 
100 次 速度 标记 的 位 置 。 对 周期 啊 应 来 说 ， 无 论 记 录 多 少 转 这 些 标记 都 应 当 出 
现在 一 个 恒定 的 位 置 。 因 此 对 于 一 个 稳 态 的 同步 啊 应 ， 在 图 中 只 会 出 现 一 个 标 
记 。 而 如 果 啊 应 是 半 同 步 的 ， 则 应 当 有 两 个 标记 。 但 是 当 啊 应 发 生 了 泥 沌 现 
象 ， 则 这 100 个 标记 都 可 能 出 现在 不 同 的 位 置 “。 通 常 将 系统 竖 直 和 水 平 响应 
的 位 置 都 记录 在 分 义 图 上 。 

对 较 大 的 不 平衡 ， 如 U = Ur = 0.4$， 混 沌 造成 的 影响 会 更 为 剧烈 ， 如 
图 16-3 和 图 16-4 所 示 。 




















水 平方 向 响应 
竖 直 方向 啊 应 





图 16-3 Ui= U= 0.45 时 驱动 齿轮 啊 应 的 分 又 图 
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水 平方 同 啊 应 
竖 直 方向 啊 应 





图 16-4 U, =U,=0.45 时 从 动 具 轮 响应 的 分 又 图 





在 上 图 中 ， 在 第 二 阶 耘 合 模 态 区 域 的 两 边 ， 混 沌 区 域 分 成 了 两 个 较 宽 的 部 
分 。 当 Q<1.75 时 ， 啊 应 是 周期 性 的 ， 但 超过 这 个 区 域 时 响应 进入 了 混沌 状 
态 ， 其 中 偶尔 会 出 现 断 续 的 周期 解 。 从 上 图 中 也 可 以 清楚 地 看 到 响应 在 所 有 的 
临界 转速 (0.79. 1.0 和 2.52) 附近 都 是 周期 性 的 。 

对 Sp = 0.1 的 情况 ， 在 图 16-5 和 图 16-6 的 分 义 图 中 ， 可 以 看 到 在 Q, < 
2.13 时 ， 啊 应 是 周期 性 的 ， 但 超过 这 个 区 域 时 响应 进入 了 间或 有 周期 啊 应 的 
混沌 状态 。 将 其 与 几 16-3 和 图 16-4 进行 对 比 ， 发 现 当 Sp = 0.03 时 ， 主 要 的 
混沌 区 域 位 于 1.8 一 2.38， 以 及 2.64 UL E; M4 Sp = 0.1 时 ， 主 要 的 混沌 区 域 
位 于 2.13~2.3, UK 2.5 以 上 。 
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图 16-5 Sp=0.1 时 驱动 齿轮 啊 应 的 分 又 图 
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图 16-6 520.1 时 从 动 齿轮 响应 的 分 叉 图 
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ae 3X — RANT WL 8 LR DG EL E 


现在 举 男 外 一 个 齿轮 转子 系统 的 例子 ， 考 虑 一 个 如 图 16-7 所 示 的 市 齿轮 
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的 汽 轮 - 太 电 机 组 。 


发 电机 
齿轮 
5 4 3 2 1 
lee joj] fl 
ier | TES | 
a ^ oo 轴承 2 AWK | 
小 齿轮 
轴承 3| 
轴承 4 


图 16-7 带 齿 轮 的 汽 轮 - 发 电机 组 





该 模型 的 相关 参数 为 : Mio = 7.45，M， = 525.7,，M3 = 116.04, M7 5.0, 
Ms = 7264 kg; Iro = 0.0745, Im=16.1, Ip3=3.115, Ir7=0.002, Irg 56.95 kgm’; 
Ipo = 0.149, 1p2 = 32.2, Ip3— 6.28, Ip? 0.004, Ipg — 113.9 kgm’. 

其 中 的 小 齿轮 (PINION) 上 有 23 个 从， 其 r7 = 0.03567m; 而 大 齿轮 
(GEAR) 有 328 Mi, Hers = 0.5086m, k, = 10 N/m, ø = 22.5° 。 轴 上 各 个 
节点 的 间距 分 别 为 : 112 = 0.1, b3 424, 134 = 1.16, ls 156 = 0.15, 179 = 0.3, 
Igo = 0.05, Io 10 = 4.95, honu = 0.1m。 而 各 段 的 轴 半 径 分 别 为 : 节点 1 和 节点 3 
之 间 为 0.15m， 节 点 3 和 节点 6 之 间 为 0.11m， 汽 轮机 轴 半 径 为 0.075m。 材 料 
的 弹性 模 量 为 207GPa， 剪 切 模 量 为 79.5GPa， 而 密度 为 7800kg/m'. 

轴承 1 和 轴承 2 的 刚度 为 上 = 1.839 x 10° 8 kz, = 2.044 x 10 Nm， 而 轴 
承 3 和 轴承 4 的 刚度 为 后 = 1.010 x 10 Fl k- = 4.160 x 10'N/m。 所 有 轴承 
的 阻尼 为 3000Ns/m. 4 X HAB ,= 318.31 Nm。 短 路 扭矩 为 318.31x12.353 
esinot+318.31x0.5 esin 2t. 

FE FE TK AQ) = 1500 r/min 时 的 固有 频率 分 别 为 : 73.1. 77.2. 108.5. 
116.0. 150.5, 236.8. 313.5, 319.6, 353.5. 362.9. 371.9, 396.6 和 466.2 
rad/s。 没 有 挤 压 油 膜 阻尼 器 时 的 啊 应 如 图 16-8 所 示 。 

在 研究 中 我 们 尝试 了 不 同 的 阻尼 器 设置 方式 ， 这 里 以 其 中 一 个 为 例 来 研究 
阻尼 器 对 短路 电流 的 有 效 性 。 选 择 的 阻尼 器 具有 顶 阶 cr = 152.4um, WAE u 
= 0.015016Ns/m 。 阻 尼 器 被 放 在 靠近 小 齿轮 的 位 置 9 处 一 一 预计 这 里 的 响应 
可 能 最 大 。 图 16-9 显示 了 系统 的 啊 应 ， 可 以 将 结果 与 图 16-8 进行 对 比 ， 从 而 
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16-9 在 位 置 9 处 放 星 阻尼 上 费 后 的 轴 扭 窍 、 侧 向 和 扭转 啊 应 


无 论 对 静 力 学 还 是 转子 动力 学 来 说 ， 有 限 元 方法 的 应 用 都 只 有 很 短 的 历 
$. M 20 世纪 80 年 代 开 始 一 直到 21 世纪 初 ， 梁 单元 (包括 尼尔森 的 铁 木 辛 
哥 梁 单元 ) 一 直 主 导 着 转子 动力 学 的 研究 。 在 这 上 段 时 期 中 ， 一 些 结构 模型 一 一 
例如 旋转 叶片 一 一 都 开始 采用 完全 的 实体 单元 从 而 能 够 适应 各 种 非 连 续 几 何 ， 
但 是 转子 动力 学 的 模型 始终 保持 着 初等 的 欧 拉 梁 模型 (虽然 延伸 到 了 铁 木 辛 哥 
效应 ) 。 同 样 在 这 段 时 期 中 ， 设 计 师 们 开始 考虑 了 陀螺 效应 并 开始 使 用 坎贝尔 
图 来 区 分 固有 频率 和 临界 转速 。 然 而 ， 因 为 受 限 于 一 维 模 型 ， 人 们 对 离心 载 奏 
的 影响 以 及 转速 对 固有 频率 的 影响 仍然 只 有 模糊 的 概念 。 

在 20 世纪 ， 对 转子 的 研究 集中 在 那些 在 静态 结构 中 不 存在 的 特殊 效应 ， 
例如 不 平衡 、 油 膜 支 撑 、 密 封 、 松 动 、 非 对 称 、 可 变 惯 量 、 偏 差 和 相关 的 失 稳 
等 。 有 限 元 法 得 以 推广 后 新 的 研究 流程 是 建 模 、 划 分 网 格 、 然 后 进行 CFD、 
热传导 、 热 力学 、 弹 性 、 弹 塑性 、 接 触 、 非 线性 、 复 合 材 料 、 应 力 人 硬化 和 旋转 
软化 效应 的 分 析 。 然 而 转子 本 里 却 还 保持 着 简单 的 梁 模 型 。 人 们 还 在 用 双 轴 染 
或 多 轴 染 结构 来 代表 一 个 航空 发 动机 ， 用 简单 的 惑 状 结构 来 代表 轮 盘 ， 这 样 的 
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简化 使 得 设计 人 员 无 所 适 从 ， 并 且 增 加 了 设备 制造 商 的 时 间 和 物质 成 本 。 因 此 
人 们 看 到 了 实体 有 限 元 模型 的 优势 ， 它 可 以 把 设计 流程 大 幅 简 化 并 提高 分 析 质 
量 ， 而 不 再 需要 依靠 丝 验 去 考 夸 对 桨 结构 的 简化 并 手工 添加 陀螺 效应 。 我 们 将 
在 下 一 节 中 介绍 最 近 的 10 年 来 针对 转子 的 实体 有 限 元 方法 的 开发 。 


16.3 实体 转子 


当 人 们 开始 把 机 匣 和 基 座 纳入 到 旋转 机 械 的 系统 中 ， 并 且 在 转子 的 验证 过 
程 中 开始 考虑 试验 台 的 和 柔性 之 后 ， 对 毅 子 结构 采用 实体 或 壳 单 元 模型 瓯 成 为 了 
WER. Wyry (Stephenson) MEW (Rouch) BAZE f 41] A 43 rr BET SG 
fi FI T EE eR A Jes SE RSE RA PR 06. F 〈Yu) 等 人 …“ 则 尝试 了 用 三 维 实 
体 有 限 元 来 构建 轴 的 模型 。 但 所 有 这 些 尝 试 都 没有 包含 实体 单元 的 旋转 、 硬 化 
和 软化 的 效应 。 实 际 上 采用 实体 元 的 转子 动力 学 分 析 首 先是 由 作者 提出 的 
“1 ， 并 且 在 随后 提供 了 细节 描述 ” 。 

在 这 里 以 图 16-2 中 的 双 轴 转子 系统 为 例 来 展示 实体 转子 建 模 的 过 程 。 最 
后 构建 出 来 的 等 效 实体 转子 模型 如 图 16-10 所 示 。 原 来 的 4 个 仅 有 质量 和 惯性 
属性 的 转子 被 4 个 实体 轮 盘 所 取代 ， 其 相关 参数 为 : 一 号 轮 盘 直径 10.626cm 
宽 1.7cm; 二 号 轮 盘 直径 9.7344cm 宽 1.38cm; = SHA 9.682cm 宽 
0.978cm; 四 号 轮 盘 直径 9.9954cm 宽 1.66cm。 注 意 到 即使 可 以 从 图 16-2 中 的 
梁 模 型 衍生 出 一 些 其 他 的 实体 模型 ， 但 这 个 梁 模 型 却 是 唯一 的 能 够 代表 图 16-10 
中 的 实体 模型 的 等 效 梁 模 型。 这 一 点 反映 出 了 梁 模 型 分 析 的 一 个 重要 缺点 一 一 
即 一 个 等 效 的 梁 模 型 实际 上 可 能 代表 了 不 同 实 体 模型 的 动力 学 特性 ， 因 而 无 法 
反映 不 同 模型 的 区 别 。 而 采用 实体 形式 的 真实 物理 模型 可 以 消除 这 种 近似 性 。 
本 书 作 者 等 人 ”研究 过 许多 不 同 的 模型 ， 这 里 讨论 其 中 一 部 分 。 我 们 从 一 个 
具有 和 集中 质量 和 惯性 的 实体 转子 模型 开始 。 




















16-10 与 图 16-2 中 的 梁 模型 等 效 的 一 个 实体 转子 模型 
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这 个 模型 由 八 节点 的 六 面体 单元 构成 ， 其 中 每 个 节点 都 有 3 个 平 动 自由 
度 。 而 轴承 则 采用 了 弹 短 阻尼 器 单元 。 两 个 转子 的 旋转 通过 子 程序 来 设 定 。 默 
认 情 况 下 模型 会 有 旋转 软化 效应 ， 但 是 由 于 采用 了 集中 质量 ， 应 力 硬化 效应 并 
未 包含 在 模型 中 。 模 型 中 采用 质量 单元 来 模拟 轮 盘 ， 并 通过 RBE (约束 方 
JE) 来 连接 外 转子 上 的 质量 。 模 型 中 单元 总 数 为 5304， 节 点 总 数 为 6568. Ti 
型 如 图 16-11 所 示 ， 由 此 获得 的 坎贝尔 图 如 图 16-12 所 示 。 


, l $ Solid 45 Masses 8 and 9 on outer 
Disks-Mass 21 elements with . rotor related by RBE3 m 


appropriate mass and mass element =" 
moment of inertia’ s as real | a 
constants \ = 

















ji 








Combin 14 
elements 


16-11. 轮 盘 由 集中 质量 单元 模拟 的 实体 转子 模型 
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16-12 16-11 中 转子 的 坎贝尔 图 


在 图 16-2 中 有 市 陀 蛙 效应 的 染 模 型 的 结果 ， 而 图 16-11 中 的 模型 与 梁 模 
型 是 类 似 的 ， 但 系统 中 的 旋转 软化 效应 除外 。 考 虑 旋转 软化 效应 的 特征 值 问 题 
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的 定义 如 下 。 
(K]- o [MD) -wo [IM]=0 (16-31) 
[K] -a [M] -0 


FOLK] WERE, [MEERE o 是 固有 频率 ， 而 ws 是 旋转 速度 ， 而 
有 效 刚 度 窍 阵 为 [天 ]。 在 染 模 型 〈 无 旋转 软化 效应 ) 中 包 合 的 传统 陀螺 效应 作 
用 下 ， 如 之 前 所 擅 述 的 那样 ， 反 进 动 的 固有 频 率 会 以 线性 速度 减 小 ， 这 一 现象 
也 体现 在 图 16-12 中 。 而 当 和 考虑 旋转 软化 效应 时 ， 反 进 动 的 固有 频率 会 随 看 转 
速 降低 而 降低 ， 当 转速 与 静止 轴 的 回 有 频率 相等 时 有 效 刚 度 变 为 零 ， 如 网 16- 
12 所 示 。 因 此 ， 当 考虑 旋转 软化 效应 时 ， 反 进 动 的 固有 频率 会 下 降 地 更 快 ， 
而 且 当 转速 与 静止 条 件 下 的 固有 频率 相等 时 反 进 动 固有 频率 会 消失 。 对 实体 模 
型 来 说 ， 与 梁 模 型 的 结果 相 比 ， 这 是 一 个 新 的 有 关 旋 转 软化 效应 的 结果 。 因 为 
这 个 柑 型 中 不 存在 应 力 便 化 效应 和 轮 盘 效应 ， 因 此 实体 模型 的 正 进 动 临界 转速 
不 受 影响 ， 只 有 上 反 进 动 会 党 到 较 大 的 影响 。 

在 下 一 个 模型 中 ， 将 研究 一 个 融 有 轮 盘 的 实体 转子 模型 〈 见 图 16-13) ， 
该 模型 中 仍然 不 存在 应 力 便 化 。 这 里 把 轴 和 轮 盘 都 采用 八 市 点 的 六 面体 单元 来 
建 模 。 其 他 的 建 模特 征 与 上 面 的 例子 相同 。 模 型 中 的 单元 总 数 为 12 680, d 
REBUN 15 367。 该 转子 的 坎贝尔 图 如 图 16-14 所 示 。 
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16-13 完整 的 实体 转子 模型 


这 里 模型 中 不 包含 应 力 便 化， 而 轮 盘 的 旋转 软化 甚至 会 减低 正 进 动 的 临界 


—284— 


EXE, XX— AGA 16-12 的 情况 有 所 区 别 。 而 当 我 们 将 应 力 硬 化 效应 包含 在 模 
型 中 时 ， 新 的 坎贝尔 图 如 图 16-15 所 示 。 
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16-14 16-13 中 的 转子 《无 应 力 硬 化 ) 的 坎贝尔 图 
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16-15 包含 应 力 硬 化 效应 的 转子 的 坎贝尔 


由 于 应 力 便 化 的 存在 ， 正 进 动 和 反 进 动 的 频率 都 比 之 前 提高 了 。 此 外 ， 在 
其 影响 下 ， 正 进 动 频 率 的 提升 要 比 反 进 动 更 为 显 关 ， 而 且 正 进 动 频率 不 会 像 在 
之 前 的 例子 中 那样 在 较 高 转速 时 消失 。 在 实际 中 ， 正 进 动 模 态 是 不 可 能 消失 
的 ， 因 此 可 以 认为 完整 的 实体 转子 模型 更 具有 实用 价值 。 

本 书 作 者 和 斯 瑞 尼 瓦斯 CSreenivas). | 曾经 将 上 述 两 个 转子 系统 进一步 
拓展 ， 即 将 机 车 也 纳入 分 析 的 范围 。 这 样 的 分 析 可 以 帮助 进行 整 机 的 转子 动力 
学 分 析 。 苏 瑞 尔 CSuriaD MÆLIR (Kaushal) “| 曾经 建立 过 一 个 工业 级 燃气 
轮机 的 整 机 模型 并 在 罗 尔 斯 - 罗 伊 斯 公司 的 加 拿 大 分 公司 进行 过 验证 。 由 于 模 
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型 结构 的 复杂 性 ， 他 们 采用 超 单 元 将 模型 分 成 了 四 个 子 结构 。 第 一 个 超 单元 代 
表 机 匣 ， 第 二 个 是 低压 转子 CLP rotor) ， 第 三 个 为 中 压 转 子 CIP rotor) ， 而 
第 四 个 是 高 压 转子 (HP rotor) 。 在 后 面 两 节 中 可 以 看 到 两 个 实体 模型 在 航空 
航天 领域 的 应 用 实例 。 


16.4 ” 双 轴 航空 发 动机 的 转子 动力 学 分 析 


转子 动力 学 在 航空 发 动机 的 设计 中 起 着 重要 作用 。 近 年 来 相关 的 研究 方法 
取得 了 很 大 进展 ， 简 单 的 架 模 型 分 析 方 法 基本 上 已 经 完全 被 取代 。 同 时 各 类 文 
撑 结 构 的 特性 在 发 动机 动力 学 中 起 到 的 关键 作用 也 得 到 了 越 来 越 多 的 关注 ， 例 
如 轴承 、 阻 尼 和 密封 等 。 发 动机 中 的 轴承 连接 着 多 个 柔性 结构 ， 如 风扇 的 前 框 
和 中 框 等 。 而 在 新 型 的 轻 质 发 动机 中 ， 厚 上 度 仅 为 1.5—2mm 的 机 匣 为 系统 增加 
了 可 观 的 柔性 。 因 此， 这 些 结构 都 必须 被 耘 合 到 包含 转子 和 定子 的 整 机 模型 当 
中 ， 而 其 中 仅仅 确定 轴承 文 撑 框 的 刚度 驶 是 一 个 复杂 的 过 程 。 

现在 ， 传 统 的 对 发 动机 轴 的 梁 模 型 近似 方法 已 经 不 再 必要 了 ， 工 程 师 们 可 
以 直接 使 用 实体 单元 。 而 这 样 做 的 另 一 个 好 处 是 工程 师 们 仅 需 要 一 个 统一 的 实 
体 网 格 模 型 就 可 以 同时 进行 结构 和 热 分 析 。 由 实体 单元 组 成 的 一 台 发 动机 模型 
的 典型 模 态 形状 如 图 16-16 所 示 。 
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进行 整体 的 间隙 设计 时 ， 工 程 师 们 必须 考虑 机 畦 的 瞬 态 和 稳 态 热 载 位 的 增长 、 
同 级 转子 在 离心 力 和 气流 载 集 下 的 径 问 位 移 以 及 在 临 寞 转速 时 的 澳 动 幅 度 。 


16.5 ”低温 泵 的 转子 动力 学 分 析 


在 地 球 同步 轨道 卫星 的 发 射 火箭 上 通常 都 采用 了 高 速 低 光 条， 它们 都 使 用 
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WA CLH) MAA CLOXO 作为 推进 剂 。 图 16-17 显示 了 一 个 低温 有 泵 的 
CAD EUH"", Bud 16-18 所 示 ， 转 子 和 机 匣 的 有 限 元 网 格 都 采用 了 八 节点 的 六 
面体 单元 。 图 16-19 中 对 轴承 和 密封 的 模拟 都 采用 了 12 x 12 的 矩阵 单元 ， 它 们 
能 够 考虑 两 个 节点 间 的 所 有 平 动 和 转动 自由 度 。 模 型 中 的 单元 总 数 为 379 779, 
节点 尽数 为 534 115. 


"t i if 


CE E jo 





16-19. 转子 的 边界 条 件 ; 从 1 到 6 的 标记 为 轴承 位 置 ， 其 余 8 个 标记 为 密封 的 位 置 


这 些 轴承 ( 均 为 深 沟 球 轴承 ) 在 初始 分 析 中 都 被 当 作 是 线性 的 ， 根 据 静 态 
轴承 支 肥 力 ， 可 以 得 到 1~6 号 轴承 的 刚度 分 别 为 6、5.6、5.6、5.04、5.04 和 
3.27 x 10° N/mm。〔 在 后 续 分 析 中 根据 支 反 力 的 情况 ， 这 些 轴 承 的 刚度 均 为 非 
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线性 变化 的 ) 。 利 用 整体 流动 模型 ， 还 可 以 获得 8 个 密封 结构 的 属性 。 由 此 可 
以 利用 曲线 拟 合 形 成 系统 的 刚度 和 阻尼 值 。 通 常 第 一 个 密封 的 属性 为 : 
K p, = 4.738452E — 12 x (r/min)? + 2.261960E — 06 x (r/min)? 
+ 2.659990E — 03 x (r/min) + 2.958842E + 02 N/mm 


在 单独 对 转子 的 分 析 中 ， 所 采用 的 边界 条 件 如 图 16-19 所 示 ， 轴 承 的 另 一 
闹 和 密封 上 的 所 有 节操 目 由 度 痢 被 约束 住 。 而 在 对 转子 和 机 畦 的 组 合 分 析 中 ， 
这 个 涡轮 俏 组 的 所 有 出 口 和 入 口 位 置 的 市 扣 自 由 上 度 也 均 被 约束 住 ， 如 图 16-20 
所 示 。 
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16-20 ”转子 -机 车 组 合 分 析 的 边界 条 件 


该 模型 中 考虑 了 应 力 人 硬化 和 旋转 软化 效应 ， 对 结果 进行 了 后 处 理 ， 在 不 同 
转速 下 识别 出 不 同 的 正 进 动 和 反 进 动 模 态 。 我 们 使 用 了 分 块 兰 柯 效 法 来 提取 特 
征 值 ， 并 做 出 相应 的 坎贝尔 图 ， 图 16-21 是 仅 有 转子 的 结果 ， 而 图 16-22 We 
转子 加 机 匣 的 结果 。 此 处 在 绘制 坎贝尔 图 时 仅 考虑 了 过 曲 模 态 ， 而 暂时 忽略 抒 
fH ES AU HH [a] BERS o 

我 们 可 以 观察 到 转子 的 第 一 阶 和 第 二 阶 正 进 动 临 界 转速 分 别 为 28 000 和 
55 000 rmin， 第 一 阶 和 第 二 阶 反 进 动 临界 转速 分 别 为 20 000 和 44 000 r/min. mi 
当 将 机 匣 纳 入 模型 中 之 后 ， 正 进 动 临 界 转速 大 幅 下 降 到 了 23 500 和 39 000 r/min. 
图 16-23 给 出 了 载 和 检 在 “g-mm” 单 位 下 的 不 平衡 分 布 。 在 分 析 中 采用 了 宏 命 
令 来 施加 如 下 的 不 平衡 载 何 。 


2 Ds 。 
F. =ua@ cos B cos ot + iuo" sin f sin øt 





2 œ . 2 : (16-32) 
F, —uo' sin cos at —iuo* cos P sin øt 


其 中 ze B BUS. ru B 为 相位 角 。 
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—e— Turbine Bending Mode backward 
Turbine Bending Mode forward 
—— Mid span Bending backward 
—— Mid span Bending forward 
—e— Inducer Bending Mode backwad 
Inducer Bending Mode backwad 
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16-22 转子 加 机 车 的 整体 结构 的 坎贝尔 图 





16-23 不 平衡 载 集 分 布 


对 仅 有 转子 的 模型 ，y 方向 的 轴承 反 力 如 图 16-24 所 示 。 








由 图 16-24 可 以 看 到 峰值 啊 应 发 生 在 图 16-21 的 坎贝尔 图 所 预测 的 临界 转 
速 处 。 在 第 一 阶 正 进 动 临界 转速 上 1 写 轴 承 承 受 了 最 大 的 肥力 2 150 N。 但 实 
际 上 这 个 区 域 的 啊 应 是 不 正确 的 ， 因 为 轴承 刚度 会 在 很 大 程度 上 受 啊 应 的 影 
啊 ， 现 实 中 的 轴承 刚度 是 非 线 性 的 ， 且 由 下 式 给 出 。 
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16-24 yy 方 同 的 轴承 反 力 


k — 1.2895, 0666 10553 FN/um (16-33) 
其 中 滚珠 轴承 中 深 珠 的 数量 n= 9， 滚 珠 直径 d = 11.12mm， 在 期 望 的 频率 上 
的 轴承 反 力 F = 2150N。 将 上 述 数 值 代 入 式 16-33， 得 到 轴承 刚度 k = 
16.363x10”Nm。 这 比 之 前 用 于 计算 的 刚度 大 2.727 倍 。 因 此 我 们 需要 在 分 析 
中 考虑 轴承 刚度 的 非 线性 。 非 线性 弹 短 系 统 最 早 是 由 杜 芬 (Duffing) “提出 
的 。 为 了 让 临界 转速 区 域 的 响应 符合 刚度 的 初始 值 和 最 终 的 轴承 反 力 ， 需 要 采 
用 一 个 迭代 过 程 。 机 茄 的 刚度 和 内 压力 等 因素 都 会 影响 最 终 的 轴承 反 力 结 
但 因为 现在 我 们 在 模型 中 没有 包含 机 车， 和 暂时 假设 采用 初始 刚度 (6x10”N/my) 
和 计算 刚度 〈16.36x10 N/m) 的 平均 值 CHI 12 x 10 N/m) 是 适当 的 。 由 此 我 
们 可 以 获得 如 图 16-25 的 坎贝尔 图 来 研究 轴承 非 线 性 的 影响 。 
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16-25 采用 修正 过 的 1 号 轴承 刚度 的 转子 的 坎贝尔 图 
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此 时 获得 的 第 一 阶 正 进 动 临界 转速 为 34 000 r/min， 而 第 二 阶 正 进 动 临界 
转速 则 超过 了 55 000 r/min。 因 此 第 一 阶 正 进 动 临 界 转速 比 28 000 r/min 提高 
T 21.4%. 

KPR AUT do £s f AOL SE TRE STE EL TR S EA 
和 调频 死 区 的 影响 ， 并 进行 了 稳定 性 分 析 。 

本 书 作 者 和 斯 瑞 尼 瓦斯 (Sreenivas ) “2 在 杰 夫 考 特 类 型 的 实体 转子 模型 
上 进行 过 一 系列 瞬 态 动力 学 研究 来 研究 失 稳 和 重力 效应 。 后 来 作者 延伸 了 这 
些 研究 “| 一 在 3s 内 把 图 16-17 中 的 低温 泵 加 速 到 全 速 (50 000 r/min) 后 
研究 其 极 高 的 角 加 速度 。 转 子 的 重量 为 8kg， 其 平衡 质 因 子 G=2.0。 该 系统 
在 全 速 时 可 允许 的 偏心 率 为 0.000398mm。 由 此 可 以 获得 在 加 速 过 程 中 系统 的 
残余 不 平衡 载荷 为 0.0032kg-mm。 我 们 将 这 个 载 傈 施加 到 这 个 低温 泵 的 8 号 轮 
fit b. WR 16-23 所 示 ， 并 将 泵 的 转速 由 10 000 r/min 加 速 到 30 000 r/min. 
几 16-26 显示 了 转子 在 通过 起 第 一 阶 临界 转速 (228Hz)〉 时 的 时 域 啊 应 。 可 
以 看 到 峰值 响应 发 生 在 大 约 0.79$s。 峰 值 响应 转速 时 的 模 态 形状 如 图 16-27 
所 示 。 
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16-26 高速 涡轮 泵 以 1800 rad/sec^ 加 速 时 的 加 速 响应 


通过 避免 在 染 模 型 中 引入 的 各 种 近似 ， 实 体 转子 模型 大 大 简化 了 转子 动力 
学 分 析 。 而 且 在 实体 模型 可 以 考虑 应 力 人 硬化 和 旋转 软化 等 之 前 出 于 无 奈 被 忽略 
的 重要 效应 。 这 些 与 速度 相关 的 效应 在 日 益 普 衣 的 蜗 速 旋转 机 械 中 非常 重要 。 
采用 实体 模型 的 态 一 个 优点 是 陀螺 效应 被 目 动 包 舍 在 分 析 中 ， 因 此 不 再 需要 进 
行人 工 的 模型 分 解 来 寻找 反 进 动 效应 。 而 且 事 实 上 ， 采 用 实体 模型 预测 出 的 反 
进 动 便 态 也 更 加 准确 。 对 既 有 正 进 动 双 有 反 进 动 的 烛 合 转子 来 说 ， 在 高 阶 模 态 
分 析 时 采用 实体 模型 是 必要 的 。 
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叶轮 系统 


因为 涉及 关键 的 疲劳 问题 ， 工 程 界 对 叶轮 振动 的 研究 一 直 处 在 较 融 的 水 
平 。 在 旋转 机 械 中 叶轮 系统 通常 会 承受 最 大 的 应 力 。 坎 贝尔 (Campbell)〉 中 |、 
斯 托 多 拉 CStodola) P^ yhy% (Sezawa)【“ 汪 是 叶轮 研究 的 先驱 。 库 荣 
(Kroon) | 则 使 用 了 差分 法 来 计算 拉 金 成 组 叶片 上 的 应 力 ， 尽 管 这 篇 文章 没 
有 考虑 振动 ， 但 它 首 次 提出 应 当 考 虑 整个 叶片 组 而 不 是 单个 叶片 。 史 密斯 
(Smith)“ 使 用 了 一 个 动态 刚度 矩阵 法 对 一 个 6 一 20 叶片 组 进行 过 切 向 的 二 
维 日 由 振动 分 析 。 他 的 研究 第 一 次 确定 了 叶 厂 组 的 频率 和 振 型 ( 见 图 17-1), 
因此 其 贡献 可 以 说 是 最 大 的 。 

嘉 瑞 〈Jarret) 和 华纳 (Warner) PRAT eds AER (Holzer) 法 的 
米 克 勒 斯 泰 德 (Myklestad) 法 来 确定 旋转 的 锥 形 扭 转 染 的 固有 频 雍 ， 他 们 在 
研究 中 还 考虑 了 拉 金 线 和 叶 冠 的 影响 。 普 罗 尔 (Prohl1)“ 则 提出 了 一 个 方法 
来 计算 三 维 切 回 和 轴 间 自由 及 受 迫 振动 的 固有 频率 、 模 态 振 型 和 弯曲 应 力 。 在 
一 篇 由 韦 威 尔 (Weaver) 和 普罗 尔 “| 共 同 署名 的 文章 中 ， 该 方法 被 用 于 计算 
一 个 简单 叶片 组 的 固有 频率 和 模 态 振 型 。 狄 克 (Deak) 和 白 尔 德 (Baird) M 
给 出 了 拉 金 叶片 组 的 分 析 方法 。 本 书 作者 则 在 另外 一 本 书 《Turbomachine 
Blade Vibration》 中 详细 讨论 了 这 些 方法 。 

阿姆斯特朗 (Armstrong〉 等 人 "提供 了 一 个 研究 叶轮 的 方法 ， 它 利用 了 
由 比 绍 普 (Bishop〉 和 约翰 森 Johnson) ”提出 的 柔 度 法 。 对 叶轮 振动 的 详细 
研究 方法 是 由 埃 文 斯 (Ewins) 提出 的 ' “。 埃 文 斯 和 本 书 作 者 "| 还 共同 研究 了 
阻尼 对 叶轮 振动 问题 的 影响 。 而 托马斯 (Thomas ) 和 萨 邦 库 CSubuncu) “在 
他 们 的 研究 中 包含 了 弯曲 、 扭 转 和 旋转 的 耦合 效应 。 艾 瑞 带 〈Irretier) “| 给 出 
了 耦合 弯 - 弯 - 扭 运动 的 广义 定义 并 在 之 后 “使 用 模 态 综合 法 给 出 了 失调 叶轮 
装配 结构 的 谱 分 析 。 缪 赞 斯 卡 〈Muszynska) 和 琼斯 (Jones) P9 则 研究 了 与 失 
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调 相 关 的 摩 探 问题 。 
显示 出 奇数 显示 出 偶数 


对 称 的 模 态 对 称 的 模 态 
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图 17-1 史密斯 对 一 个 六 叶片 的 叶片 组 的 研究 结果 中 


17.1 ”阿姆斯特朗 ( Armstrong ) 对 调谐 系统 的 分 析 


FE A VE AS E ERI H WAIT THE a EF ASO A HES PEI RARE ü 
果 定 义 准确 的 话 ， 访 方法 在 研究 涉及 不 同 部 件 的 结构 动态 特性 时 非常 有 用 ， 即 
使 这 些 部 件 的 运动 由 不 同性 质 的 位 移 场 一 一 例如 板 和 梁 一 一 控制 。 

如 采 一 个 结构 在 力 FOOD 作用 下 产生 x(D) 的 啊 应 ， 且 其 关系 为 x(Q=aF(t), N 
xz 为 该 结构 的 柔 度 。 对 轮 盘 来 说 ， 有 如 下 定义 。 

e 力 和 位 移 间 的 直接 柔 度 waw。 

e 力 和 和 斜率 间 的 交叉 柔 度 väg 

e 力矩 和 位 移 间 的 交叉 柔 度 cae 

Vei ae ee 

S44 ER UL, AUEREA EER, RAM REL 
式 。 叶 片 的 情况 世 类 似 
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e JAME IRI] ARR Bae 

e AAI RA] AAS MARE npg 

e JJ A ier IA] AY 30 MARE cB we 

e AEM RAIA IN RARE cB ye 

HP AR A RZ TAA AR BE, DA Be HP vim FE] AE BE RT EA EH — 7I 58 18] 48 B 27 S RAE. o 
在 这 里 不 讨论 这 个 问题 。 现 在 考虑 一 个 轮 盘 BOM A C， 并 且 假 设 只 有 两 个 
ARE. S NAC 分 别 代表 力 和 力 侦 ， 而 x 和 9 为 啊 应 ， 则 利用 相应 的 柔 度 
可 以 写 出 如 下 的 位 移 场 。 





A N, Fo C, 
0, - GN, +cQ,Cp (17-1) 
以 及 
Xc Syb Nc tc B, Cc 
Oc =y Nc +c P,Cc 
4 MA Cy 代表 叶片 和 轮 盘 间 的 力 和 力 偶 ， 随 后 应 用 如 下 的 平衡 和 兼容 性 
边界 条 件 : 


C17 2) 


(17=3.) 


如 果 在 叶片 和 轮 盘 间 没 有 外 力 ， 则 : 
NN 
Du. (17-4) 
随后 可 以 获得 如 下 的 频率 方程 : 
va, ty By E 
NOS 十 N D; cag tc D, C, 
如 果 有 M 个 完全 一 致 的 叶片 〈 调 谐 系 统 ) ， 可 以 假定 整个 装配 的 振 型 具 
有 nn 个 环形 ( 即 具 有 个 节点 直径 ) 由 此 叶 卢 和 轮 盘 间 的 作用 力 和 力 偶 会 
沿 痢 轮 盘 边缘 平均 分 布 ， 力 的 分 布 方程 为 : 
f, - 26A, cos TH (17-6) 


其 中 Ao 为 分 布 力 的 幅 值 ， 而 2e 为 叶片 的 幅 角 。 与 之 类 似 ， 可 以 写 出 力 傅 C 的 
分 布 方程 。 而 对 轮 盘 ， 作 用 在 边缘 的 分 布 力 为 : 


=0 (17-5) 
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F(0)-0 a 
= A, cos 2n mt e) < g < [mt uud EL 
m=1,2,.…,M 
对 轮 盘 可 以 将 力 当 作 作 用 在 其 边缘 的 分 布 力 的 组 合 ， 而 如 有 果 n<m， 可 以 
得 到 : 
F,(0)=eMA, cosna (17-8) 


TESR j NAME, KAA: 
2 . 
F,(0)- eMA, cos (17-9) 


将 式 17-6 MA 17-9 人 合并， 我们 看 到 轮 盘 力 为 时 所 力 的 M2 倍 。 由 此 可 以 将 
fe T I ABER DES: 





vy bos = 5M vO (17-10) 


由 此 可 以 由 式 17-5 确定 出 如 下 频率 行列 式 ， 
l 1 
z Mna, ty Bh, zM chy +B, 
a i (17-11) 
7 Mya, ty D, z Mc tcB, 


17.2 1&XHf (Ewins ) 的 分 析 


埃 文 斯 (Ewins) 将 上 述 分 析 方法 拓展 到 了 6 个 自由 度 ， 包 括 叶片 和 轮 
盘 的 所 有 连接 处 的 3 Po EAS BE. SRP} A} T ETE 
用 在 轮 盘 和 叶片 连接 处 上 的 动态 肥力 和 力 偶 ， 而 矢量 {了 和 弘 } 分 别 代表 对 应 的 
位 移 和 旋转 矢量 。 则 有 : 


0 Oo BUS 


(17-12) 


E 
|| 
S > = = HS 


> NM E 
S S = = = 
= 
II 


S 
C O m NE 
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其 中 的 脚 标 a. t 和 x SP ANAS FO HE AY AMA. TRAN IRI, PUR BS T ECTS] 
为 从 任意 的 固定 角 0-0 开始 ， 而 连接 点 7 的 位 置 角 为 W。 在 点 7 处 轮 盘 边缘 的 
MI Xj M NRR FAMAM, FAA: 


M 


{X} =) [a] 0], 017-135 


k-l 
其 中 [ajji AR j PACT k Hn MA BEE MEZE j RARE , 
则 有 : 





UG, =L} (17-14) 
我 们 首先 假定 叶 斤 与 轮 盘 间 是 刚性 连接 ， 则 有 : 
(XP ={xf, J=1,2,.…,M 


17-1 
u =-{f}, 7=1,2,.…,M es 
由 式 17-15 可 得 : 
M 
2. |a], (Pj, +[8], {F}, 76 7=1,2,…,M (17-16) 
-l 


式 17-16 可 以 确定 频率 的 行列 式 为 : 
lees Jeune D (17-17) 
而 当 系 统 多 许 在 相 邻 叶片 间 具 有 小 尺度 的 振动 时 ， 一 些 模 态 被 分 成 相似 的 
成 对 模 态 。 总 体 上 叶片 上 的 一 个 随机 失调 可 能 会 形成 类 似 的 所 谓 双 模 模 态 。 选 
择 一 阶 悬 臂 叶片 的 固有 频率 来 描述 失调 状态 是 最 为 方便 的 。 对 单个 叶片 的 f 
和 万 频率 由 下 式 给 出 。 








f=f(0)}oo, 8 x (17-18) 
其 中 有 9) 则 可 以 写成 如 下 形式 : 
/0)= fan 1t t Èa eset) (17-19) 





MEZ RU FE — AA- i A 
e 叶片 长 度 为 80.26mm。 

宽度 1 为 3.05mm。 

宽度 2 为 10.78mm。 

轮 盘 厚度 为 S.39mm。 

轮 盘 半径 为 127mm. 
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e HAA 24. 

e AL BAS fA 45° . 

e 弹性 模 量 为 207Gpa。 

e 泊 松 比 为 0.287。 

这 个 调谐 系统 的 固有 频率 如 网 17-2 所 示 。 
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图 17-2 一 个 24 个 叶片 的 叶轮 装配 的 频率 - 节 扣 直径 图 


ER 17-1 中 假设 一 个 失调 模式 ， 由 此 获得 的 固有 频率 如 表 17-2 所 示 。 





表 17-1 失调 模式 


E | 
B DIES D) EPI 


SO Iof NIA 
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X 17-2 ”失调 叶轮 的 第 一 阶 弯曲 固有 频率 


频率 /Hz 


节点 编号 
2 262.848 262.193 263.663 
3 354.368 352.990 353.940 
4 373.228 370.785 371.584 
5 379.790 376.722 378.082 
6 382.927 379.347 383.785 
7 384.683 383.188 390.057 
8 385.751 382.234 384.319 
9 386.422 384.432 388.710 
10 386.836 379.924 386.777 
11 387.061 386.136 386.390 


12 387.133 400.024 


BEE CCottney) I scr P zer £e p eT b. RLRE 
书 作者 " 则 把 叶片 阻尼 包含 在 叶轮 的 受 迫 振动 分 析 中 。 本 书 作者 等 人 | 还 编写 
了 叶轮 装配 的 振动 特征 分 析 程 序 ， 并 针对 一 台 “ 俄 耳 普 斯 COrpheus) ”发 动机 
进行 了 实验 以 验证 其 固有 频率 计算 的 准确 性 。 图 17-3 给 出 了 这 人 台 燃 气 轮机 叶轮 
装配 的 几何 ， 该 级 质量 为 14.2kg， 共 有 125 个 叶片 ， 取 密度 为 7833kg/m ， 弹 
性 模 量 为 207GPa， 油 松 比 为 0.287。 叶 所 单元 1 和 2 的 面积 、Kx、Jyy MAH 
安装 角 分 别 为 61.08mm/, 147.909, 2123.9mm" 和 15°, 42.315mm^, 124.13, 
1793.14mm* fll 25° 。 








| Disk axis 





图 17-3 ”燃气 轮机 叶轮 装配 的 几何 
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图 17-4 显示 了 对 该 级 的 分 机 和 实验 结果 。 
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图 17-4 俄 耳 普 斯 (Orpheous ) 发 动机 燃气 轮机 级 的 理论 和 实验 结果 





对 叶轮 这 类 结构 的 分 析 来 次 ， 有 限 元 方法 是 最 佳 的 选择 ， 科 和 尔 堆 普 
(Kirkhope) 和 威尔逊 (Wilson) “开创 了 该 方法 在 叶轮 结构 上 的 应 用 。 艾 尔 
库 瑞 (Elchuri ) 等 人 针对 循环 对 称 结构 开发 了 商业 软件 ， 斯 沃 明 纳 姆 
(Swaminatham) AP 则 将 其 用 于 叶轮 的 振动 分 析 。 此 外 读者 还 可 以 参考 扎 
科 夫 斯 基 〈Rzakowski) 的 文献 。 


17.3 失调 排 布 


当 叶 片 发 生 失 调 时 ， 通 常会 发 生 相 对 于 完美 调谐 系统 来 说 非常 大 的 振动 。 
怀特 海德 《Whitehead) 59 最 早 研究 了 这 个 问题 ， 他 开发 了 代数 表达 式 来 体现 
叶轮 系统 中 最 大 响应 随 叶片 数量 不 同 的 变化 。 最 近 他 还 给 出 了 一 些 案例 571。 
基于 他 的 研究 ， 最 大 振幅 的 理论 极限 为 (1+ [NS )/2 ， 其 中 Ns 是 叶片 个 数 ， 

很 多 人 都 曾 尝试 过 确定 叶轮 设计 时 的 最 大 响应 。 例 如 戴 (Dye RUE RI 


E 
辆 | 动力 学 及 其 及 展 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 055 ss 
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(Henry). "xt — ^ (i WEF SCM RAS UM ES BUER RE T SEHR 
(Monte-Carlo) 仿真 来 估计 叶轮 在 统计 意义 上 的 最 大 响应 。 这 些 研究 带 来 了 一 些 方 
法 “来 确定 失调 系统 的 受 迫 响应 幅 值 的 统计 分 布 ， 使 用 者 可 以 由 此 获得 最 大 响应 。 

FR (Kenyon) MEZE (Griffin) “识别 出 了 两 个 基本 的 物理 机 制 一 一 
它们 与 受 迫 振动 响应 幅 值 随 叶轮 模 态 失 调 、 频 率 分 裂 和 模 态 失真 而 增加 的 现象 
相关 。 频 率 分 裂 是 指 在 调谐 的 叶轮 中 几 个 重复 的 固有 频率 在 失调 情况 下 会 分 开 
成 为 截然 不 同 的 固有 频率 。 模 态 失真 是 指 失调 系统 的 模 态 振 型 在 正常 调谐 模式 
的 基 波 基础 上 出 现 谐 波 的 现象 。 科 农 等 人 ”最 近 发 展 了 一 套 理论 ， 其 可 以 被 
用 来 从 一 个 简单 结构 模 态 的 模 态 失真 来 预测 一 个 叶轮 系统 的 最 大 受 迫 响 应 。 由 
该 理论 推导 出 的 最 大 响应 是 可 靠 的 ， 其 逻辑 是 : 如果 一 个 叶轮 被 故意 设置 为 失 
调 并 体现 出 这 一 最 大 响应 ， 则 其 他 较 小 的 、 非 故意 的 随机 性 失调 将 不 会 在 总 体 
上 改变 叶轮 的 响应 幅 值 。 

由 于 失调 不 可 避免 ， 一 些 研究 人 员 致 力 于 研究 其 对 叶轮 装配 的 最 大 受 迫 振 
动 响应 的 增加 幅度 ， 在 所 有 的 报告 中 ， 最 低 的 是 21% … ， 最 大 的 则 达到 了 
110%6 。 科 农 和 格 里 芬 呈 利用 实验 演示 了 失调 叶轮 的 最 大 受 迫 振动 响应 。 利 
用 科 农 等 人 一 的 公式 预测 出 来 的 最 大 振幅 放大 倍数 的 理论 结果 是 1.918， 而 实 
验 结果 非常 接近 于 这 个 预测 。 

工程 界 通 过 确定 每 根 叶片 的 固有 频率 来 衡量 叶轮 装配 的 失调 ， 每 根 叶片 固 
有 频率 与 均值 的 差 被 用 于 衡量 失调 的 程度 。 但 该 方法 不 适用 于 整体 叶轮 或 者 轮 
Bt. SES) (Feiner) 和 格 里 芬 ' | 最 近 提 出 了 一 个 新 的 叶轮 失调 识别 方法 ， 该 方 
法 使 用 了 一 个 基本 的 失调 参数 模型 。 

本 书 作 者 “还 曾 尝 试 利 用 模 态 失真 技术 “来 最 小 化 失调 效应 并 控制 共振 响应 。 
本 书 所 选 例子 的 目的 是 最 小 化 如 图 17-5 所 示 的 具有 3 个 节点 直径 的 模 态 响应 。 
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图 17-5 失调 模式 
在 这 个 选 定 的 例子 中 ， 我 们 将 失调 模式 设计 为 : 连续 的 Ns 个 〈 此 处 为 
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40) 叶片 的 频率 排 布 为 连续 的 高 低 交 蔡 的 形式 ， 最 终 形成 一 个 在 轮 盘 一 次 旋转 
中 包含 (1/2)Ns 个 周期 的 正弦 波 。 随 后 将 叶片 组 织 成 在 轮 盘 的 一 次 旋转 中 出 现 
偶 次 谐 波 的 形式 ， 在 图 17-5 中 显示 了 二 次 和 四 次 谐 波 。 

可 能 注意 到 图 17-5 中 的 频率 范围 非常 小 ， 因 此 对 单个 叶 户 来 说 最 大 的 失 
调 率 也 仅 有 平均 值 的 2%， 而 不 像 科 农 和 格 里 芬 的 那个 极 差 的 失调 情况 中 失 
调 率 达到 了 48.5%。 实 际 上 这 样 大 的 失调 率 几乎 是 不 可 能 的 ， 因 为 当今 的 飞机 
发 动机 叶片 的 制造 工艺 大 都 采用 了 高 精度 的 工 亏 流程 。 

这 个 例子 的 模型 中 包含 有 249760 个 八 节 点 实体 单元 和 336280 个 节点 ， 叶 
FER 40。 我 们 在 运行 转速 下 对 这 个 预 应 力 结构 进行 了 模 态 分 析 。 对 叶 搬 的 
第 一 阶 弯 曲 模 态 ， 获 得 的 20 对 根 证 实 当 前 模型 是 完美 调谐 的 ， 而 且 每 一 对 根 
都 对 应 模 态 中 一 个 节点 直径 。 其 中 具有 3 个 节点 直径 的 模 态 (发 生 在 大 约 
760Hz 附近 ) 非常 接近 于 运行 转速 附近 的 3 倍速 激励 。 

通过 改变 模型 来 人 为 制造 失调 ， 此 时 改变 每 个 叶片 的 密度 来 获得 图 17-5 
中 的 频率 形式 。 由 于 失调 的 存在 ， 接 下 来 的 模 态 分 析 中 会 获得 40 个 不 同 的 
根 。 图 17-6 中 对 比 了 调谐 系统 和 失调 系统 的 前 四 阶 CO—30 环形 模 态 形状 。 
发 现 由 于 失调 ， 图 17-6a 一 图 17-6d 中 的 所 有 模 态 都 失真 了 。 图 17-6a 中 是 基 
本 的 伞 形 模 态 〈 即 没有 节点 直径 ) 。 而 具有 一 个 节点 直径 的 模 态 的 失真 比 伞 形 











c) d) 


17-6 调谐 系统 和 失调 系统 的 前 四 阶 环形 模 态 形状 
a) 伞 形 模 态 的 调谐 和 失调 振 型 b) 具有 1 个 节点 直径 的 模 态 的 调谐 和 失调 振 型 
c) 具有 两 个 节点 直径 的 模 态 的 调谐 和 失调 振 型 d) 具有 3 个 节点 直径 的 模 态 的 调谐 和 失调 振 型 
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MAMA, (AE TRIN EVI BUT. A 17-6c 中 的 具有 两 个 节点 直径 的 
模 态 的 失真 更 为 严重 ， 两 个 直径 都 很 难 清除 地 看 到 。 然 而 ， 具 有 3 个 节点 直径 
的 模 态 则 完全 失真 了 ， 从 图 17-6d 中 只 能 勉强 看 到 其 中 两 个 直径 。 

我 们 注意 到 在 所 有 情况 下 ， 失 调 的 叶轮 系统 的 固有 频率 都 与 调谐 系统 的 固 
有 频率 范围 相同 ， 只 有 模 态 形状 友 生 了 失真 。 因 此 ， 当 在 共振 频率 下 施加 激励 
时 共振 仍然 会 友 生 ， 只 不 过 其 效力 会 随 着 模 态 失真 而 逐渐 减 小 ， 而 当 在 共有 3 
个 节点 直径 的 模 态 中 模 态 形状 完全 失真 时 ， 共 振 的 效力 会 降 到 最 低 。 

接 下 来 将 考虑 从 流 场 作用 在 叶片 上 的 3 倍速 激励 的 情况 。 但 应 当 注 意 来 自 
喷 口 的 激励 是 喷 速 和 喷 口 数量 的 乘积 ， 因 此 在 叶片 上 的 3 倍速 激励 实际 中 并 不 
太 可 能 发 生 。 

为 此 将 叶片 上 的 激励 人 为 控制 为 具有 期 望 频率 和 相位 角 【〈 在 连续 叶片 之 间 ) 
的 谐 小 激励 。 作 用 在 轴 同 的 激励 是 一 个 单位 力 的 谐 波 ， 其 频率 与 回 有 频率 相当 。 
相 邻 叶片 间 的 相位 角 取 值 为 0.47124rad， 这 样 第 40 个 叶片 与 第 一 个 叶片 之 间 正 好 
有 6nrad 的 相位 差 。 我 们 取 阻 尼 值 为 1%， 这 个 例子 中 失调 情况 下 的 最 大 幅 值 比 
调谐 情况 下 大 44%。 在 戴 和 亨利 的 研究 中 ， 所 报告 过 的 这 一 放大 比例 的 最 低 值 
为 21%。 而 根据 怀特 海德 ”的 理论 ， 该 放大 比例 的 极限 为 (1+ J40)/2 =3.66 。 

轴 问 啊 应 相对 于 调谐 情况 的 放大 比例 为 19%。 而 对 环 同 啊 应 ， 这 一 放大 比 
例 为 14%。 兆 弯曲 挠 度 放 大 了 大 约 17.5%， 这 比 戴 和 亭 利 上 9 报告 的 21% 要 低 。 

对 于 轮 盘 来 说 ， 在 实际 中 ， 与 转子 偏 兰 或 者 其 他 原因 相 比 ， 来 自 于 飞机 发 
动机 压缩 机 流 径 的 轴 问 气流 不 太 可 能 会 造成 3 倍速 的 激励 。 因 此 我 们 在 轮 盘 上 
人 为 施加 了 有 具有 期 望 频率 和 轮 盘 鹿 区 相位 角 的 激励 。 

在 调谐 情况 下 ， 由 单位 载荷 引起 的 最 大 Von-Mises 应 力 为 10.21N/mm^. 
而 对 失调 情况 ， 相 同 载荷 引起 的 最 大 应 力 为 0.84N/mm 。 因 此 ， 在 失调 情况 
下 ， 应 力 值 为 调谐 情况 下 的 1/112。 因 此 适当 的 失调 设计 可 以 形成 模 态 失真 ， 
并 且 帮 助 降低 应 力 。 
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应 力 很 容易 就 被 放大 一 百 甚 至 更 高 倍数 。 这 些 很 高 的 共振 应 力 是 疲劳 损伤 的 主 
要 原因 之 一 。 因 此 ， 很 久 以 来 阻尼 都 被 当 作 叶片 设计 时 的 重要 参数 。 罗 威 特 
(Rowett) “曾经 进行 过 钢材 料 的 弹性 滞后 效应 实验 ， 而 汉 森 (Hansen) 5& AU"! 
则 研究 过 摩擦 和 松散 装配 的 影响 。 








一 306 一 
拉 赞 (Lazan) 2 和 纳 士 夫 (Nashif) 等 人 在 简单 拉 伸 试 验 中 测量 了 滞 

后 效应 并 将 每 个 周期 中 的 能 量 损失 定义 为 ; 
p-i(2. (17-20) 


O 


其 中 7 和 n 均 为 材料 属性 ， 而 o NEFARI. I (Sinha) 4f E ży 
(Griffin) 利用 解析 法 研究 了 静摩擦 对 汽轮机 叶片 在 摩擦 阻尼 作用 下 的 受 迫 
振动 啊 应 的 影响 。 

工程 界 通 常会 采用 一 个 简单 的 粘性 阻尼 模型 ， 而 阻尼 的 数值 则 采用 来 自 于 实 
验 的 等 效 阻尼 。 但 这 个 线性 模型 实际 上 是 不 恰当 的 ， 因 为 材料 阻尼 与 叶片 的 应 力 
状态 高 度 相关 。 本 书 作者 及 其 团队 ”“ 通 y = " 
过 实验 定量 确立 了 一 个 非 线性 阻尼 模型 
一 一 等 效 粘性 阻尼 被 表示 为 在 一 个 特定 
转速 和 特定 振动 模 态 中 一 个 参考 点 上 应 
变 幅 值 的 函数 。 整 个 实验 包括 了 在 真空 
中 转动 转子 ， 以 及 通过 分 布 在 蒸汽 或 燃 
气 顺口 处 的 电磁 场 施加 激励 。 网 17-7 Ré 
示 了 当时 的 实验 设备 ， 而 图 17-8 则 显示 
了 等 效 粘性 阻尼 与 参考 点 上 的 应 变 幅 值 
的 函数 关系 ， 这 些 应 变 都 发 生 在 给 定 转速 和 给 定 振动 模 态 下 。 








17-7 旋转 叶片 的 阻尼 测试 


© Ü r/min 
s» 830 r/min 


模 态 阻尼 比 





模 态 阻尼 比 








17-8 ”等 效 粘性 阻尼 与 在 给 定 模 态 的 特定 转速 上 的 参考 点 应 变 幅 值 的 函数 关系 
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FE SCUS HP EFI AURA 77 SUR SN fag, RE n]. Dat Se JE Pe s 70, 
从 而 简化 了 试验 台 。 瑞 格 (Rieger) 和 贝克 (Beck) ”为 美国 电力 研究 所 
CEPRI) 做 过 这 些 实 验 。 

在 13.4 节 中 ， 我 们 讨论 过 采用 有 限 元 方法 中 的 接触 单元 来 研究 叶 根 和 轮 
盘 间 的 摩擦 阻尼 。 本 书 作 者 及 其 团队 针对 该 研究 还 设计 建造 了 相应 的 试验 台 ， 
在 试验 中 为 了 避免 采用 印 贯 的 旋转 来 模拟 i 
离心 载荷 ， 他 们 利用 了 一 个 冷却 装置 〈 见 
图 17-9) , iX BH s ve IH 
HAWZI, A FH ROS CARET Jg E 
Te MR AA T A 00 72 HJ Rf o 

本 书 作 者 和 萨 尔 丹 哈 〈Saldanha) °! 
利用 拉 赞 的 滞后 准则 开发 了 一 个 解析 过 
程 ， 简 要 介绍 如 下 。 

总 的 阻尼 能 Do(Nm) 的 定义 为 : 








17-9 利用 冷却 拉 伸 叶片 组 的 实验 


D, =|, Dav (17-21) 
其 中 V Fe (RAR, TEAS w 的 定义 为 : 
Dy 
" =W, (17-22) 
其 中 多 是 总 的 应 变 能 (Nm) 。 随 后 可 以 得 到 等 效 的 粘性 阻尼 C(Ns/m): 
dde (172235 
(0 


其 中 o 为 固有 频率 (rad/s) 而 天 为 模 态 刚度 (N/m) 。 

针对 应 变 幅 值 的 增加 ， 用 一 个 因子 F 来 乘 以 正 交 的 参考 应 变 幅 值 、 
应 力 和 应 变 能 ， 由 此 可 以 获得 不 同 应 变 幅 值 上 的 等 效 粘性 阻尼 C。， 该 过 
程 如 下 。 








Buc 
W,-W,xF 
, Di 
7] EE 21nW, 

O, 

C (17-24) 
E= F 

24 Km 
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随后 可 以 绘 出 在 特定 模 态 中 等 效 粘性 阻尼 比 随 参考 应 变 幅 值 变化 的 函数 曲 
线 ， 该 曲线 定义 了 这 个 非 线 性 阻尼 模型 。 而 通过 确定 叶片 上 某 个 点 在 脉冲 
激励 作用 下 的 瞬 态 啊 应 ， 可 以 模拟 出 期 望 的 振动 模 态 并 评估 其 衰减 曲线 ， 由 此 
HY ASRS BE PR ME JE REE. K 17-10 显示 了 一 个 典型 的 叶片 瞬 态 响应 和 非 线性 阻 
尼 模 型 。 








200 r/min 时 的 衰减 曲线 


幅 值 /m 





—8.00E—06 
0.00E+00 1.00E-02 2.00E-02 3.00E-02 4.00E-02 5.00E-02 


时 间 /s 


200 r/min 时 的 摩擦 阻尼 





0 
0 0.000005 0.00001 0.000015 0.00002 0.000025 0.00003 0.000035 
幅 值 /m 


图 17-10 ”叶轮 装配 的 脉冲 啊 应 和 阻尼 比 


本 书 作者 "还 利用 一 个 关于 在 给 定 转速 和 给 定 模 态 上 参考 点 应 变 幅 值 的 
函数 来 确定 叶轮 的 材料 阻尼 和 材料 - 摩 控 的 组 合 阻 尼 ， 如 图 17-11 所 示 。 
男 一 个 常用 的 方法 是 单独 比较 材料 阻尼 和 摩擦 阻尼 ， 随 后 在 曲线 上 保留 页 
RA AMSA EE, YA 17-12 所 示 。 
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200RPM 时 的 阻尼 比 /应 变 曲 线 





0 0.04 0.08 0.12 0.16 0.2 
应 变 幅 值 


摩擦 和 材料 的 组 合 阻尼 


#200 r/min @500 r/min «1000 r/min 





0.00002 0.00003 0, 00004 
ls [A /m 


17-11 材料 阻尼 和 材料 -摩擦 的 组 合 阻尼 


0) 0.0000] 


ol? 
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17.5 ” 微 滑 动 阻尼 ( 微 动 疲劳 ) 


根据 图 17-8， 我 们 发 现 当 叶 片 和 轮 盘 在 根部 锁 止 时 ， 应 变 幅 值 〈 响 应 ) 
会 随 着 转速 上 升 而 显著 下 降 。 因 为 在 高 转速 时 叶片 和 轮 盘 间 非 常 紧密 ， 它 们 之 
间 的 滑动 会 减 小 ， 摩 擦 在 很 大 程度 上 被 接触 而 不 是 被 库仑 Coulomb) 定律 所 
控制 。 

当 两 个 接触 曲面 之 间 发 生 相对 滑动 时 ， 在 发 生 由 库仑 定律 控制 的 大 滑动 之 
前 ， 会 发 生 一 种 弹 塑性 变形 一 一 称 之 为 微 滑动 。 科 特 尼 - 普 莱特 ( Courtney- 
Pratt) 和 挨 斯 纳 (Eisner) “是 微 滑动 理论 研究 的 先驱 。 在 微 滑动 期 间 摩擦 载荷 
和 位 移 的 关系 类 似 于 脆性 材料 的 应 力 应 变 关系 〈 都 具有 滞后 性 ) 。 对 旋转 机 械 
叶片 上 常见 的 微 动 疲劳 来 说 ， 这 种 微 滑动 非常 重要 。 图 17-13 显示 了 一 个 汽 轮 
机 叶片 根部 位 的 微 动 疲劳 。 波 德 金 
(Burdekin) 等 人 ”基于 合理 的 物理 属性 假 
设 接触 的 表面 粗糙 度 取 决 于 具有 等 效 刚度 
的 棱 形 柱 的 特性 ， 并 据 此 提出 了 一 个 微 滑 
动 的 理论 模型 。 哈 格 曼 (Hagman) "Il 
提出 了 另 一 个 理论 模型 一 一 在 其 中 他 用 恒 
定 半径 的 球体 来 表述 接触 表面 的 表面 粗糙 
EE, KWAP (Olofsson) PUL Ae na d Be?! 
则 合作 把 波动 的 位 移 加 入 到 模型 中 并 采用 ”图 17-13 压缩 机 桦 槽 处 由 于 微 滑 动 
椭圆 形 来 描述 表面 粗糙 度 。 PERMI 

借鉴 奥 洛 松 和 哈 格 曼 的 模型 ， 考 虑 一 个 光滑 平面 和 一 个 粗糙 平面 的 接触 ， 
如 图 17-14 所 示 。 摩 探 载荷 平行 于 x 轴 。 


光 清 表面 (1) 

















17-14 ”光滑 曲面 与 粗糙 曲面 的 接触 
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接 下 来 做 出 如 下 的 假设 。 

(1) 表面 粗糙 度 的 描述 形状 为 椭圆 。 

(2) 表面 粗糙 度 的 高 度 分 布 是 均一 的 。 

(3) 接触 面 为 弹性 ， 每 个 粗糙 点 的 行为 符合 覃 圆 接触 的 赫 效 (Hertz) 理论 。 
(4) 所 有 粗糙 体 的 半 轴 a 和 4。 分别 与 全 局 坐标 系 中 的 x 和 yy 相同。 

(5) 相互 接触 的 粗糙 体 具 有 相同 的 恒定 椭圆 度 k=a/b(a<b), BK k=b/a(a>b). 
曲面 接触 从 法 线 方 回 的 接近 开始 ， 如 图 17-15 所 示 。 








图 17-15 接触 的 示意 图 


对 单个 粗粮 体 ， 在 深度 z WAARA Po UKREP c x XE 
AN AY: 











go Wx (17-25) 
5 
l 
REED (17-26) 
k^nE' 
在 上 式 中 ; 
2 E 2 
e 5 为 复合 材料 的 弹性 模 量 ， 其 表达 式 为 击 = 一 + 一 和-，。 
1 2 
、 wu ttu T l 1 : , 
e RADIATA, SERIA Rate+ IF r AMRF. 
x y 


e 为 完整 的 第 一 和 第 二 型 椭圆 积分 ， 积 分 参数 为 。= Ag. 
假设 随 着 两 个 曲面 的 接近 ， 发 生 接触 的 粗糙 体 的 个 数 N 会 线性 增加 。 因 
此 有 : 
N=Cz (17-27) 
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其 中 C 是 一 个 曲面 参数 ， 它 与 每 单位 面积 内 的 接触 个 数 相关 ，z 是 两 个 曲面 的 
接近 度 。 由 此 在 平均 接近 上 度 为 4 时 的 法 回 载 丛 可 被 表示 为 : 








5 
ACAKTE' (4 li 


lox 


A 
P - CA| Paz = 
9 y 
sk (52 


(17-28) 


其 中 4 是 表 观 接触 面积 。 
1: [8] dX fup TH. HE rf EE P AX er I UH: RA SEE He 〈Deresiewicz ) “研究 了 发 生 
接触 的 弹性 椭圆 体 的 位 移 。 对 蛙 个 的 粗糙 体 i， 其 力 - 位 移 关 系 可 以 表达 为 : 


5 
B (4. 16cG' 6, Y E 
wea a 3uP m (17-29) 











此 外 











(17-30) 
S | eee NN = LUN lee 
Ec zl E | b<a 
FAG RESI F; = uP; 3x 17-29 258 TIRRI Ori 
_ 34E , mnuE'ó( A-z, z 
ôL Tete = 8G' | K C17 31) 


XX 17-31 给 出 了 粗粮 体 的 极限 高 上 度 zr ru d^ 2 的 粗糙 体 将 会 粘 在 一 起 ， 
而 低 于 zz; 的 粗粮 体 将 会 滑动 。 
8G'0 
TLE 





aa (17-32) 
整体 的 摩 探 载 丛 为 : 


FCAdz + Í uPCAdz (17-33) 


Tonic [a = | RC 


其 中 Fspring 为 来 自 于 活动 的 还 未 达到 其 切 向 找 度 极限 的 粗 燃 体 的 摩擦 Satay» 而 
Asip 为 已 经 抵达 其 切 回 所 上 度 极限 的 粗粮 体 所 页 献 的 摩擦 载 集 。 


转 | 
E TR 
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由 式 17-25. xh 17-29 和 式 17-32 获得 了 由 式 17-33 ZAHER Ra ie : 


5 














5 5 
ad _ ap’ |(A\?_(a_ 8G'0 |. _(,_ 8G'5« ? 
COSE 9 G (4 = a € m) (17-34) 
E] 
在 抵达 如 下 的 最 大 位 移 之 前 ， 式 17-34 都 是 有 效 的 。 
_ AunE'$ 
wer (17-35) 


法 向 载荷 恒定 而 摩擦 载荷 波动 : 假定 摩擦 载荷 达到 一 个 值 之 后 开始 减 
小 ， 则 在 凶 载 过 程 中 单个 粗粮 体 i 的 力 - 位 移 关 系 可 表示 为 ( 见 图 17-16): 





3 
16cG'ó, \? 
2 | (17-36) 








| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
0 5 
位 移 


图 17-16 单个 椭圆 体 的 摩擦 载荷 与 位 移 关 系 
到 载 过 程 中 的 极限 找 度 会 是 加 载 过 程 的 两 倍 。 因 此 对 于 滑动 粗 米 体 的 极限 


高 度 Zdli 7j: 











4G'Ó 
TUE 

MEH WT DRG MR AY, (BC AEONE M EAS 
AP. MU EDU UH TR 2 OT BY UJ I8] 2888] zx 76 I FE HH JA Es BH UE RT aE RR 
iL FB IT] BE BR a tart JJ FE: 





(17-37) 


ZT A= 





i f AG'8 i o 
K 
F; = | FyCAdz+ | 2uPCAdz = 2uP i- (1s (17-38) 
0 


ZdLi 
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FE au EUR A LES 6 的 减少 量 ， 而 Fu 是 初始 载荷 下 的 减少 量 。 
将 摩 探 载 知 转换 到 原始 坐标 系 下 的 转换 方程 为 : 


5 
Rear oP ili 4G'x(5 -中 | 
网 m Ct ABE (17-39) 


现在 假定 摩擦 载荷 在 FR-FR SOP F 
时 的 情况 相同 (除了 符号 相反 之 外 )。 因 此 课 探 载 集 方程 可 写 为 : 


4Gw(5 + 2 


— URBS (17-40) 


r 


F, 2-F.(-ó)--F *2uP fi 


能 量 耗 散 : 由 Fs A F, H2 EAI d] P] RAS E S EE ESTE BE YB A NY 
能 量 耗 散 。 可 以 通过 积分 获得 能 量 耗 散 量 W: 


7 
«2 = 
"aE'À unE' (^6 86 i - (17-41) 


316 =1 H a=bp( 即 粗糙 体 为 球形 ) I, K=e=n/2, 5X 17-34. 3X 17-38 和 
AX 17-41 分 别 变 为 : 





5 
7 _(,_4G'6 Y £ 
mal € 9 (17-34a) 
2G'8, Y 
d 2 
- | S " 
zz a ay (17-38a) 
x ' ' * 1 ?E'A x * 
y-i 14UP +4 —(wE' -46'6 P -45A -TF8 (17-41a) 
BE AG! 


这 几 个 等 式 与 哈 格 曼 “与 奥 洛 松 ”用 球体 取代 粗粮 体 的 计算 中 所 得 
到 的 等 式 是 相同 的 。 奥 洛 松 给 出 了 两 个 实验 案例 ， 其 相关 数据 如 表 17-3 
Bra. 
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# 17-3 实验 数据 


1 


rj,/um 100 
r»,/um 100 1 
V 0.3 0.3 


G'/ (N° m?) 2.38x10!? 2.38x10!? 
E'! (N * m2) 1.15x10!! 1.15x10!! 
C/ (contacts/m7/m ) 10x10'° 10x10!? 


A/mm? 100 100 


P/N 5000 5000 


实 线 一 案例 1 
短 画 线 一 一 案例 2 





0 
Jr T2 / um 
图 17-17 BEER dg Le A 
马 奉 纳 等 人 的 模型 ， 对 于 叶轮 交接 处 ， 马 奎 纳 (Marquina) 等 人 “使 用 了 


前 面 介绍 的 奥 洛 松 和 哈 格 曼 的 微 滑动 模型 。 痛 先 利 用 式 17-34a BY ASR STU] 
E) 刚度 ， 其 表达 式 为 : 


sn i- (i38) | (17-42) 


 dF, 4FynG'(, 4G'8 € 
' dó EA uE'À 


6 的 极 值 为 bmax = MEY(4G)， 马 奎 纳 等 人 ”将 式 17-43 进行 了 简化 ， 随 后 





(17-43) 
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将 奥 洛 松 的 关系 陈 写 为 : 


5 
K p. 
ELT) | (17-44) 





TRIE (Asai) 等 人 的 模型 : 此 时 我 们 做 一 个 稍微 不 同 的 构 型 来 验证 叶片 的 
奥 洛 松 公式 。 图 17-18” 给 出 了 两 个 接触 曲面 的 微 滑动 阻尼 模型 ， 两 个 曲面 间 
的 切 癌 力 和 法 同 力 分 列 为 fi 和 五， 则 切 回 的 接触 刚度 为 : 
F 





Ke = 


(17-45) 


一 实际 行为 


线性 模型 





图 17-18 人 微 滑动 阻尼 模型 


对 于 无 涉 后 的 线性 模型 ， 材 料 属 性 为 切 回 接触 刚度 Keim 的 虚 部 ， 后 者 的 
天 系 式 为 : 
ioe (17-46) 


tc,im = 
d otal 


在 图 17-18 中 ， 整 体位 移 包 含 粘 位 移 和 滑动 位 移 ， 其 表达 式 为 : 





F 
d otal x Age 十 d stip = X T d stin ( 17-47 ) 
tc 


T Ostip 是 由 法 回力 Fy CBE TAI IE PT) AIDE Kee 5l 
起 的 位 移 ， 则 定义 该 参数 为 : 


d iip K tc du; 
Ex (17-48) 








FE PRIS RS BCH ie eo AP, FETE RE IA Ta) tay B. TRUE A ABE 
PS f 328 49. BE AE RH TAY NERS. AY PA BUCO HE RH RS PS A) te BE 2 8 062] — FE 


I 
Bn BH FARR 





—9 
Tfj. ALF 4S REL ies PR EY 4 Ag BSF ah 2K ee PE. EJ OUT] Br p 7 7: 


F Kd " 
gen (ete (17-49) 


其 中 Alm 为 常数 。 由 式 17-47， 上 式 可 变 为 : 


F F d iK; Í 
so 二 | (17-50) 


RESAH KERET Lika, ED 17-19 显示 了 在 3 个 不 同 的 实验 
EAS HIRE AB Cau Ky F, 的 值 。 可 以 看 到 微 滑 动 发 生 在 法 回力 PF, 较 大 时 
(F; < F4), W dus 的 值 在 0.1~5um 的 范围 内 。 由 实验 结果 的 平均 曲线 可 以 获 
得 m n 的 数值 。 


L t Fn 
(mm)|(mm)]| (kN) 


Ce [ as [o [223 
LA [5 e [so 





0.001 © 
0 


17-19 ” 埃 塞 等 人 中 针对 微 滑动 的 实验 结 


埃 赛 的 实验 显示 : 哈 格 曼 和 奥 洛 松 的 弹 塑 性 接触 理论 通过 式 17-34a 提供 
了 一 个 可 用 的 叶片 模型 。 但 是 问题 是 高 度 非 线性 的 ， 因 此 并 非 轻而易举 。 


5 
= (1.40.0 y J 
me € al (17-34a) 


C1) Eie, EARE ATA ERAS y 是 未 知 的 ， 在 奥 洛 松 的 关系 式 中 它 取 
决 于 切 向 位 移 6. 
(2) 第 二 ， 穿 透 量 4 的 稳 态 条 件 也 是 未 知 的 。 马 奎 纳 等 人 ”实际 上 规避 
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了 这 个 问题 ， 他 们 在 得 到 等 式 17-44 时 假设 6 Ej Omax FAS 
如 果 不 规避 这 个 问题 ， 穿 透 量 是 需要 确定 的 。 通 常 可 以 直接 用 有 限 元 软件 
来 获得 罕 透 量 。 但 如 果 用 出 函数 法 来 模拟 接触 刚度 ， 则 得 到 的 罕 透 量 是 不 可 靠 
的 。 相 反 可 以 在 有 限 元 仿真 中 使 用 一 个 更 可 靠 的 变量 一 一 接触 压力 一 一 来 计算 
穿 透 。 穿 透 和 接触 压力 P 之 间 的 经 验 关系 式 的 描述 如 下 “|; 
A = cP” (17-51) 
其 中 当 钢 材料 发 生 面 / 面 接触 时 ，c=0.0014， 而 对 大 多 数 金 属 材料 且 在 叶轮 接 
头 上 有 正 接触 压力 的 情况 来 说 ，m=0.5。 
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18-1 汽轮机 的 最 后 一 级 时 所 的 疲劳 裂纹 及 其 生长 
威 尔 海 姆 (Albert Wilhelm, 1838) 被 公认 是 世界 上 第 一 个 观察 并 记录 了 人 金 
属 疫 区 的 人 。1829 年 他 在 德国 死 玫 斯 塔 尔 的 矿山 与 穆 林 局 工作 时 观察 、 研 守 
并 报告 了 矿山 吊装 用 的 铁 制 锁链 在 反复 的 小 载 和 傈 作用 下 失效 的 现象 ， 斯 带 分 
(Stephens) 在 其 2001 年 的 著作 中 评价 这 是 有 关 金 属 疲劳 最 早 的 记录 。 

庞 斯 莱特 〈Jean-Victor Poncelet) 一 一 一 位 法 国 军 方 工程 师 ， 后 来 在 梅 斯 
军事 学 校 担 任教 授 一 一 在 1829 年 出 版 了 其 论述 工业 机 械 的 专 铸 。 他 在 1837 一 
1839 年 间 所 用 的 教材 中 首次 指出 在 应 力作 用 下 的 金属 会 “ 疲 符 (Tired) ”。 
他 引入 了 金属 疲劳 的 概念 ， 并 将 其 归纳 为 钢 制 产品 在 反复 变化 的 载 三 作用 下 耐 
ATERI F EY. 

“4 (Rankine) "FER UAH BIER HS ESL A Hf PE S8 CO JÉÉ JUR EK 
失效 的 工程 师 之 一 。 在 19 世纪 40 年 代 早 期 ， 尤 其 是 在 1842 年 由 于 机 车 的 一 根 
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轴 突 然 断 裂 而 造成 了 Versailes 火车 事故 之 后 ， 他 对 许多 断裂 的 车 轴 进 行 了 研究 和 
测试 。 通 过 研究 他 指出 车 轴 的 失效 是 因为 在 轴 肩 或 者 轴 上 其 他 应 力 集中 位 置 〈 如 
SERO 形成 的 脆性 裂纹 持续 生长 造成 的 。 他 的 结论 于 1844 年 被 吉 伦 (Joseph 
Glynn) 所 证 实 ， 吉 伦 在 对 一 根 失 效 车 轴 进 行 直 接 分 析 时 发 现 ， 车 轴 的 失效 是 因 
为 一 条 脆性 裂纹 的 缓慢 生长 造成 的 ， 也 就 是 我 们 今天 所 说 的 金属 疲劳 。 

在 英国 铁路 公司 经 历 过 一 系列 车 轴 疲 劳 失效 的 事故 之 后 ， 英 国政 府 在 
1840 年 成 立 了 铁路 调查 委员 会 来 调查 这 些 事故 。 他 们 的 第 一 项 调查 是 关于 一 
起 从 一 列 货车 掉 下 的 一 个 大 型 铸件 撞 上 一 列 客 车 并 造成 后 者 出 轨 的 事故 一 一 这 
Eg (Howden) 铁路 事故 发 生 于 1840 年 8 月 7 日 ， 造 成 4 人 死亡 。 在 
1848 年 该 委员 会 提交 了 最 终 报告 之 后 ， 霍 金森 (Eaton Hodgkinson) 在 1849 
年 获得 了 英国 议会 的 一 小 笔 资 助 来 通过 直接 试验 研究 持续 变化 的 载荷 对 钢铁 结 
构 的 影响 ， 并 判断 其 在 安全 的 情况 下 的 最 大 承载 能 力 。 这 是 人 们 首次 党 试用 科 
学 手段 来 理解 疲劳 现象 。 在 同一 时 期 ， 布 莱 斯 维特 (Braithwaite) “报告 了 日 
常 发 生 的 疲劳 失效 现象 并 明确 定义 了 这 个 名 词 “疲劳 ”。 

1860 年 费 尔 巴 恩 CWilliam Fairbairn) HIR} (August Wöhler) 进行 了 系 
统 性 的 疲劳 试验 。 费 尔 巴 恩 " 在 得 到 英国 贸易 委员 会 的 部 分 资助 后 建立 了 大 规 
模 的 测试 装置 ， 并 研究 了 重复 的 冲击 载 集 对 和 铸铁 大 梁 的 作用 。 其 研究 显示 断裂 
可 能 会 由 在 缺陷 处 产生 的 裂纹 生长 而 发 生 。 

Tf VK 39) 0^: ” 则 发 表 了 数 篇 文章 总 结 他 对 铁路 车 轴 的 研究 工作 。 他 得 出 
结论 : 周期 应 力 的 范围 比 应 力 的 峰值 对 疲劳 影响 更 大 ， 此 外 他 还 引入 了 耐 
和 久 极 限 的 概念 。 在 他 的 研究 中 还 首次 系统 性 地 使 用 了 S-N 曲线 一 一 后 来 叉 
被 称 为 添 勒 曲线 一 一 来 描述 材料 的 疲劳 行为 。 他 清楚 地 图 述 了 和 裂纹 从 曲面 
缺陷 开始 形成 并 生长 ， 直 到 结构 无 法 再 承受 载荷 时 发 生 断 裂 。 他 开创 了 对 
靳 裂 曲 面 的 研究 ， 并 可 以 说 开创 了 断裂 力学 的 历史 。 因 为 很 多 铁路 事故 是 
由 于 突 发 的 疲劳 断裂 造成 的 ， 他 还 开发 了 一 套 对 铁路 车 轴 施 加 重复 载 从 的 
装置 来 进行 试验 。 他 在 1867 年 巴黎 博览 会 上 发 表 的 演讲 引起 了 全 世界 对 疲 
劳 问 题 的 关注 。 

到 了 19 世纪 末 ， 人 们 意识 到 往复 直线 运动 的 蒸汽 轮机 会 引起 许多 振动 和 
疲劳 失效 问题 ， 于 是 人 们 开始 尝试 寻找 纯粹 的 旋转 机 械 并 希望 通过 改善 设计 来 
消除 振动 、 噪 声 和 疲劳 。 于 是 在 往复 直线 运动 的 蒸汽 轮机 出 现 后 不 到 100 年 ， 
其 地 位 就 被 动摇 了 。 

在 公元 前 2 Ha, PF (Hero) 展示 了 反动 式 汽轮机 的 概念 ， 但 他 的 机 器 
无 法 产生 任何 有 有 用功" 。 即 便 先 后 经 过 科学 革命 和 工业 革命 的 进步 ， 瓦 特 
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(James Watt) 建造 一 台 汽 轮机 的 尝试 还 是 以 失败 告终 ， 他 其 至 得 出 结论 在 当 
时 的 条 件 下 建造 它 是 不 可 能 的 。 

在 瓦特 建造 了 其 蒸汽 轮机 的 近 100 年 后 ， 斯 德 哥 尔 摩 的 拉 瓦 尔 (De 
Laval) 成 功 地 建造 了 第 一 台 汽 轮机 (冲动 式 汽轮机 〉 ， 读 者 可 以 参考 第 8 X 
详细 了 人 解 旋 转机 械 快 速 发 展 的 历史 。 

在 20 世纪 后 半 叶 ， 旋 转机 械 的 快速 发 展 一 一 包括 发 电 领 域 的 气 轮 机 或 燃 
气 轮 机 、 石 油 与 天 然 气 和 航天 行业 的 离心 压缩 机 和 离心 泵 以 及 各 种 军用 和 民用 
航空 发 动机 的 广泛 应 用 一 一 都 促使 了 该 领域 的 技术 进步 和 认 知 度 。 

WFR (Whittle) 在 开发 其 W.2 型 发 动机 时 遇 到 过 许多 疲劳 失效 问题 ， 
他 自己 记述 道中 “叶片 失效 的 频率 正在 成 为 最 后 一 项 需要 克服 的 技术 屏 
障 。”QE2 型 发 动机 在 1968 年 12 月 24 日 的 处 女 航 中 ， 其 第 九 级 高 压 转子 
经 历 了 叶片 的 疲劳 失效 “。 在 高 速 旋 转机 械 中 叶轮 是 最 具有 和 柔性 的 单元 。 由 
于 旋转 ， 叶 根 会 被 锁 紧 在 轮 槽 内 并 传递 离心 载荷 。 对 仅 有 几 厘 米 长 的 高 压 汽 
轮机 叶片 来 说 ， 接 触 面 可 能 只 有 两 个 ， 但 对 长 达 lm 的 低压 汽轮机 叶片 来 
说 ， 接 触 面 可 能 多 达 6 个 甚至 更 多 。 尽 管 在 接触 区 域内 的 平均 应 力 在 弹性 范 
围 旦 远 低 于 屈服 极限 ， 但 在 模 形 结构 内 的 奇异 点 上 ， 峰 值 应 力 可 能 达到 屈服 
极限 并 进入 塑性 区 域 。 在 系统 中 低压 汽轮机 的 最 后 一 级 叶片 上 应 力 最 为 严 
重 。 在 叶片 设计 中 ， 通 常 只 有 在 有 限 的 情况 下 才 人 允许 峰值 应 力 达 到 或 者 稍微 
超出 届 服 极限 。 

失效 会 随 着 裂纹 在 应 力 集中 位 置 的 形成 和 生长 而 发 生 ， 我 们 这 里 举 一 些 例 
F. 1977 ¥ 8 K 22 日 法 国电 力 公 司 (Electricite de France, EDF) 的 B2 TG 机 
组 的 最 后 一 级 叶片 在 波 彻 维 拉 〈Porcheville) 的 一 次 超速 试验 中 发 生 了 失效 外; 
1993 年 3 月 31 日 在 前 面 提 到 的 那 台 位 于 纳 罗 拉 的 低压 汽轮机 的 最 后 一 级 叶片 
发 生 了 灾难 性 的 失效 ; 在 2001 年 1 月 31 日 的 墨尔本 机 场 ， 一 架 波音 777- 
300 飞机 的 左 发 动机 (一 号 发 动机 ， 型 号 为 A6-EMM) 由 于 叶片 疲劳 而 失效 ; 
而 在 2006 年 6 月 2 日 ,美国 航空 公司 一 架 装 有 GE CF6 发 动机 的 波音 767 K 
机 在 洛杉矶 机 场 发生 事 故 ， 其 一 号 发 动机 的 高 压 汽轮机 发 生 失 效 ， 它 飞 出 了 机 
匣 并 穿 入 左 机 辟 ， 其 二 号 发 动机 散 架 后 打 入 了 机 喘 并 引起 火灾 ， 而 发 动机 的 轮 
盘 则 飞 出 了 机 车 ， 有 的 切入 机 腹 ， 有 的 则 租 入 到 了 三 号 发 动机 的 外 侧 。 尽 管 人 
们 在 不 断 改 善 设计 ， 旋 转机 械 叶 厂 的 失效 仍然 在 不 断 发 生 。 

由 共振 应 力 引 起 的 疲劳 不 断 引起 旋转 机 械 叶 轮 的 失效 ， 因 此 工程 界 花费 了 
大 量 精力 进行 寿命 预测 和 优化 设计 。 图 18-2 显示 了 旋转 机 械 叶 片 的 寿命 预测 


流程 。 
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图 18-2 和 寿命 预测 的 基本 过 程 


平均 应 力 场 : 叶 卢 在 正 第 运行 条 件 下 会 因为 承受 气流 载 和 何 、 热 载 傈 和 离心 
载 集 而 产生 稳 态 的 应 力 场 。 其 中 的 气流 载 傈 可 以 由 CFD 分 析 确 定 ， 其 包含 稳 
流 部 分 和 顺口 附近 的 非 稳 流 部 分 。 由 于 压缩 机 流 径 的 压缩 作用 或 时 请 间 的 燃气 
流 径 ， 叶 片 在 起 动 和 停止 的 瞬 态 时 间 段 内 还 承受 热 载 全 ， 这 些 载 何 会 在 一 个 给 
定 的 平稳 运行 条 件 下 形成 一 个 平均 载荷 ， 或 者 在 每 个 起 动 和 关闭 过 程 中 形成 一 
个 周期 载 和 车。 叶 所 还 会 承受 由 离心 力 引 起 的 平均 载荷 ， 这 类 载 和 何在 低压 压气 机 
和 叶 刻 上 可 能 会 非常 大 ， 它 们 会 迫使 结构 进入 总 体 弹性 但 局 部 塑性 的 状态 。 在 
评估 这 些 应 力 场 时 可 以 利用 循环 对 称 。 对 稳 态 应 力 场 的 分 析 方 法 是 成 熟 的 ， 用 
户 可 以 使 用 一 些 最 新 开发 的 工具 一 一 例如 TurboManager" ? 在 寿命 预测 开 
始 时 直接 导入 稳 态 应 力 场 。 

获得 应 力 集 中 位 置 的 应 力 结 果 非 党 重要 。 因 为 离心 载 知 通 利 会 引起 叶 根部 位 
的 局 部 塑性 ， 因 此 有 必要 利用 弹 塑 性 分 析 来 计算 出 应 力 集 中 位 置 的 真实 应 力 。 

模 态 分 析 和 动态 应 力 : 确定 固有 频率 和 模 态 振 型 与 转速 的 函数 关系 的 方 
法 是 很 成 熟 的 。 在 一 些 软 件 工具 中 可 以 绘 出 如 图 18-3 所 示 的 坎贝尔 图 。 利 
用 坎贝尔 图 可 以 识别 出 在 共振 时 〈 激 振 频 京 容 越 固有 频率 时 ) 叶片 会 通过 的 
上 临界 转速 。 

临界 转速 时 的 共振 应 力 取 决 于 两 个 因素 : 1) ETRE: 激励 的 长 度 需 
要 由 一 个 瞬 态 CFD 分 析 来 确定 《本 书 不 做 讨论 ) ; 2) 阻尼 : 在 第 17.4 节 讨 
论 过 访问 题 。 


共振 时 应 力 分 布 的 确定 : 现在 我 们 需要 确定 在 临界 转速 时 应 力 的 上 升 和 下 
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条 及 其 幅度 。 对 这 个 问题 ， 最 好 的 办 法 是 首先 将 非 稳 态 的 力 场 假设 为 稳 态 并 获 
得 等 效 的 静态 应 力 场 。 之 后 可 以 将 这 个 等 效 毅 态 应 力 分 布 乘 以 质 因子 1/26 来 
获得 正确 的 共振 应 力 。 该 过 程 中 的 一 个 潜在 问题 是 没有 阻尼 值 ， 目 前 通用 的 方 
法 是 假设 一 个 阻尼 值 或 者 利用 试验 来 确定 平均 阻尼 值 。 当 然 还 可 以 利用 第 
17.4 节 的 非 线性 阻尼 模型 。 
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18.3 ”叶片 的 有 限 元 模型 及 其 坎贝尔 图 (及 其 第 一 阶 临界 转速 》 


可 以 使 用 一 个 非 线 性 从 代 方法 来 确定 的 准确 值 ， 并 由 此 确定 所 有 临界 转 
xk E 92538 7j 7^ 71, fij TurboManager 这 样 的 软件 已 经 集成 了 该 方法 ， 设 
计 师 可 以 针对 临界 转速 上 的 任意 模 态 精确 地 确定 动态 应 力 。 

随后 可 以 利用 动态 放大 关系 式 H(w) 来 获得 这 个 共振 区 域内 的 应 力 啊 应 。 
这 里 需要 注意 : 在 叶片 曲面 的 各 个 点 上 ， 激 振 力 的 相位 角 可 能 会 不 同 ， 而 在 应 
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力 评估 时 这 个 相位 角 是 需要 考虑 的 ” 。 在 这 种 情况 下 最 简单 的 方法 是 利用 一 
PRETERA CA 0.01rad/s) 进行 一 个 受 迫 振动 分 机 ， 利 用 该 方法 获得 
的 分 析 结 条 与 采用 等 效 静 态 应 力 场 是 相同 的 。 


18.1 RARES (HCF) 寿命 预测 


在 图 18-2 中 ， 对 疲 区 寿命 的 预测 被 分 为 三 类 不 同 的 模式 。 所 有 这 三 个 模 
式 都 需要 平均 应 力 场 和 动态 应 力 场 ， 以 及 峰值 应 力 的 位 置 。 历 史上 蜗 周 期 疲 荔 
预测 方法 是 最 先 被 开发 出 来 的 ， 原 因 是 当时 铁路 车 轴 的 失效 大 多 是 发 生 在 比较 
长 〈 数 月 甚至 数 年 ) 的 使 用 时 间 之 后 。 

S-N 曲线 : 材料 的 疲 丈 试验 通 第 是 在 被 控 制 的 试验 室 条 件 下 进行 的 ， 但 机 械 
零件 的 实际 使 用 条 件 则 与 试验 室 条 件 相 甜 甚 远 ， 例 如 曲面 工艺 、 试 样 尺寸 效应 、 
应 力 集中 上 度 和 温度 条 件 等 因素 都 是 不 完全 可 控 的 。 还 需要 考虑 疲 芭 试验 在 统计 学 
意义 上 的 可 靠 性 ， 以 及 一 些 特殊 条 件 〈 如 腐蚀 ) 。 读 者 可 以 参考 文献 ”进一步 
了 解 这 些 因 系 的 影 啊 。 

平均 应 力 效应 f= (Goodman) 图 : 平均 应 力 对 疲劳 和 S-N 曲线 具 
有 很 大 的 影响 。 对 此 ， 古 德 受 在 1899 年 基于 材料 的 耐久 极限 和 极限 拉 伸 强度 
提出 了 一 些 线性 关系 式 “” 。 

累积 损伤 : 所 有 的 结构 都 会 承受 变化 的 应 力 场 ， 既 包含 平均 应 力 ， 也 包含 
区 变 应 力 。 通 第 情况 下 ， 旋 转机 械 的 叶 卢 在 坎贝尔 网 上 罕 越 多 个 临界 转速 时 ， 
其 上 面 的 交 变 应 力 会 发 生 快 速 的 上 升 和 下 降 。 在 起 动机 右 直 到 其 抵达 运行 转速 
的 过 程 中 ， 或 者 进行 其 他 改变 转速 的 操作 中 ， 确 定 机 器 在 罕 越 每 个 临界 转速 时 
的 断裂 损伤 是 非常 重要 的 。 

计算 线性 和 非 线 性 累积 损伤 的 准则 有 很 多 种 ， 本 书 作者 等 人 "曾经 比较 
过 这 些 准 则 的 计算 结果 。 在 每 个 临界 转速 位 置 上 ， 在 共振 前 后 且 超 过 耐久 极限 
的 应 力 啊 应 可 以 被 分 为 一 些 不 同 阶段 ， 在 每 个 阶段 采用 不 同 的 线性 或 非 线 性 累 
只 损伤 准则 ， 从 而 可 以 确定 罕 越 每 个 临界 转速 时 的 断裂 损伤 。 如 果 知 道 叶片 容 
越 临 界 转速 时 的 加 速度 ， 可 以 考虑 每 个 阶段 的 应 力 幅 值 和 在 该 阶段 减少 的 疲 筋 
周期 次 数 。 随 后 可 以 估计 达到 共振 后 以 及 应 力 水 平 回 到 疲劳 极限 下 这 个 过 程 中 
的 累积 损伤 。 因 为 应 力 水 平 也 会 起 到 重要 的 作用 ， 我 们 会 推荐 一 个 非 线 性 的 准 
则 。 在 研究 中 发 现在 应 力 从 共振 水 平 下 降 的 过 程 中 会 消耗 更 多 的 奉命 周期 。 此 
外 还 发 现 当 机 器 关机 时 损伤 会 因为 加 速度 不 同 而 有 所 区 别 。 由 此 注意 到 通过 共 
振 区 的 加 速度 会 影 啊 共振 的 幅 值 和 共振 发 生 的 速度 ， 这 些 反 过 来 义 会 影响 共振 
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应 力 的 确定 “”…。 最 后 ， 还 可 以 计算 每 一 次 起 动 和 停机 循环 过 程 的 总 体 断 裂 损 
伤 ， 并 以 起 动 次 数 为 单位 来 给 出 机 器 的 寿命 。 

本 书 作 者 和 佩 拉 亚 CPeriaiah) ^ | 曾 使 用 基于 应 力 的 高 周期 疲劳 分 析 方 法 
对 一 个 汽轮机 -发 电机 组 的 齿轮 箱 进 行 了 研究 。 而 作者 和 扎 德 科斯 基 
(Rzadkowski) “” 则 使 用 线性 和 非 线性 累积 损伤 理论 分 析 了 调谐 和 失调 汽轮机 
叶片 的 寿命 。 


18.2 RAMES ( 基于 应 变 ) 寿命 预测 


旋转 机 械 的 叶 厂 通常 被 安装 在 轮 盘 上 ， 为 此 目的 在 叶片 和 轮 盘 上 都 会 有 键 
或 者 槽 ， 这 些 不 连续 位 置 通 第 都 是 应 力 集 中 点 ， 其 应 力 水 平 会 超过 弹性 范围 。 
因此 对 这 种 位 置 的 寿命 预测 需要 采用 基于 应 变 的 方法 。 

路 德 维 克 (Ludwik) “| 定义 了 超过 届 服 极限 后 的 应 力 - 应 变 关系 : 

o = Ke" 

其 中 K 是 强度 系数 ， 而 为 强度 指数 。 对 于 总 体 弹 性 而 局 部 塑性 的 结构 ， 纽 
{AK (Neuber) 在 1961 年 给 出 了 其 著名 的 假设 ， 从 而 将 名 义 应 力 和 应 变 与 局 
部 周期 应 力 和 应 变 关 联 起 来 。 通 过 利用 疲劳 应 力 集中 因子 Kr， 可 以 将 局 部 应 
力 和 应 变 的 范围 与 名 义 应 力 范 围 的 关系 进行 如 下 定义 。 


AsAa =4(K,AS) (18-1) 


根据 巴 斯 奎 因 (Basquin) ”的 寿命 与 耐久 性 关系 式 ， 以 及 曼 森 (Manson) |”! 
FIRE (Coffin) 的 研究 ， 可 以 得 到 寿命 与 裂纹 形成 的 关系 式 ( 其 中 2N 是 失 
效 所 需 达 到 的 应 力 逆 转 次 数 ): 
she =4o"(2N,)' «e, (2N,) (18-2) 
其 中 e% 是 疲劳 延展 性 系数 ， 而 oi 是 疲劳 拉 伸 系数 。 
本 书 作 者 “ 曾 使 用 基于 应 变 的 寿命 预测 方法 来 确定 一 台 弗 朗 西 斯 
(Francis) 发 动机 的 裂纹 生长 寿命 。 


18.3” 线 弹性 断裂 力学 


对 零件 断裂 行为 的 第 一 次 分 析 是 由 格 里 菲 斯 (Griffith) ”完成 的 。 他 考 
虑 了 一 个 理想 化 的 脆性 材料 ， 假 设 在 裂纹 长 度 增 长 时 提供 的 弹性 能 等 于 或 者 大 
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变 的 方法 来 考虑 断裂 力学 的 问题 。 

根据 巴 撒 姆 (Barsom) 和 重 尔 费 (Rolfe) “， 以 及 本 书 作 者 的 著作 ,， 
这 样 的 设计 流程 包含 以 下 步骤 。 

CIO 确定 裂纹 形成 的 国 值 应 力 范 围 并 防止 在 机 器 的 正 弟 运转 中 应 力 达 到 这 
一 水 平 。 这 个 应 力 范围 应 当 是 一 个 非常 高 的 值 ， 通 第 仅 在 突 友 的 载 何 下 一 一 全 
如 发 生 摩 控 时 一 一 才能 达到 。 如 果 设 计 者 能 确保 没有 裂纹 生成 ， 则 裂纹 生长 的 
问题 就 不 会 出 现 。 然 而 ， 在 应 力 集 中 区 域 的 一 点 材料 缺陷 或 者 工艺 瑕 疲 都 会 显 
昔 降 低 这 一 国 值 应 力 范 围 ， 而 且 当 数 千 个 叶片 被 批量 制造 时 ， 在 检测 中 遗漏 某 
一 个 缺陷 都 是 非常 可 能 的 。 因 此 ， 工 程 界 习 惯 上 会 假设 在 应 力 集中 区 是 存在 裂 
纹 检 测 设 备 无 法 检测 的 缺陷 的 。 在 这 种 情况 下 ， 一 个 已 经 形成 或 逃脱 了 检测 的 
裂纹 可 能 继续 生长 并 导致 最 终 的 失效 。 

(2) 确定 裂纹 生长 的 国 值 应 力 范 围 并 防止 运转 应 力 达 到 或 者 高 于 该 况 值 。 
因为 一 台 旋 转机 械 往往 具有 多 级 ， 其 中 总 有 某 一 级 的 运转 会 接近 于 共振 条 件 。 
不 幸 的 是 ， 在 接近 临界 转速 时 旋转 机 械 上 的 交 变 应 力 范围 通 稼 足以 让 裂纹 生长 
一 一 如 果 裂 纹 存在 的 话 。 因 此 这 一 步骤 在 设计 阶段 也 非常 重要 。 

(3) 根据 格 里 菲 斯 (Griffith) 的 理论 ， 确 定 在 每 个 加 载 周 期 中 的 裂纹 生 
长 以 及 裂纹 间距 未 达到 裂纹 失 稳 的 条 件 。 在 运行 条 件 下 ， 裂 纹 生 长 的 寿命 可 能 
是 很 长 的 ， 设 计时 应 当 提 供 尽 可 能 长 的 裂纹 生长 寿命 。 

为 了 从 名 义 应 力 值 中 确定 应 力 强 上 度 因 子 ， 我 们 建立 一 个 半 椭 圆 形 模 (几何 
参数 分 别 为 5 和 ay) 的 几何 模型 ， 如 图 18-4 所 示 。 其 中 Aay 为 初始 裂纹 长 度 
(通常 假设 其 等 于 裂纹 探伤 设备 的 最 小 计量 值 )，ar 为 裂纹 尖端 的 位 置 ，p HE 
故 部 的 半径 。 由 此 可 以 获得 应 力 强度 因子 AK 和 名 义 应 力 范 围 Ac 的 关系 式 : 


AK =1.112Ac a (S f, (2.8) (18-3) 

































































其 中 60,9)81 k(a/b) 4) HI TE E] 18-4 和 表 18-1 中 给 出 。 
大 量 的 实验 结果 显示 裂纹 形成 的 应 力 国 值 范 围 是 存在 的 ， 例 如 对 应 力 比 为 
R=0.1 的 HY-130 号 钢材 来 说 I, EINEZI BECAS: 


(AK, Jp), =586 MPa (18-4) 


再 由 式 18-3， 我 们 可 以 将 应 力 强 度 因 了 于 的 范围 转换 为 应 力 的 范围 。 
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图 18-4 半 椭 圆 形 档 的 模型 


表 18-1 (a/b) 的 函数 


0.1 1.0 1.5 


0.2 1.0 1.6 
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体 、 贝 氏 体 、 铁 系 - 珠 光 体 和 奥 氏 体 的 钢材 ， 访 应力 国 值 为 : 


AK,, — 7(1— 0.85 R)MPa 当 R>0.1 时 | | 
18-5 
= 6MPaXm 当 R<0.1 时 


当 应 力 超过 上 面 给 出 的 应 力 闵 值 时 ， 初 始 裂 纹 会 按照 由 里 斯 法 则 (Paris 
law) “进行 生长 ， 对 于 铁 素 -珠光 体 的 钢材 来 说 ， 其 生长 速度 为 : 


we = C(AK)" -6.891x10 ? (AK) microns/cycle (18-6) 


2A NL 73 98 E ps] IK 38] BN EGER I AS AS URE, HR e E SENA. Su ga 
发 生 不 稳定 。 

一 些 软件 一 一 例如 TurboManager 一 一 提供 了 上 面 提 到 的 基于 应 力 和 应 变 的 
寿命 预测 功能 、 以 及 基于 线性 断裂 力学 的 寿命 计算 功能 。 图 18-5 显示 了 一 个 
典型 的 共振 时 的 应 力 分 布 和 疲 苑 失效 曲面 。 之 前 还 讨论 过 叶 搬 罕 越 临界 转速 时 
的 加 速度 对 寿命 预测 的 影响 ， 图 18-6 显示 了 罕 越 临界 转速 时 的 瞬 态 啊 应 ， 该 
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啊 应 将 被 用 于 确定 寿命 。 
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SiressteonMice Siep 1 : Bubetep 1, Timer reg 1 000000 
Frama 1 


Mars 1.434E+00 (Brick 2085) 
Min = 1 ,616E-03 (Brick 26948) 








18-5. 在 共振 时 的 应 力 分 布 及 失效 啊 应 曲面 


S, (MPa) 


最 大 应 力 


1.70E+03 1.75E+03 1.80E+03 1.85E+03 1.90E+03 1.95E+03 2.00E 
-200 角速度 (radisec) 





18-6 加 速 中 的 叶片 在 通过 临界 转速 时 的 瞬 态 啊 应 


一 些 软件 还 提供 了 基于 断裂 力学 原理 来 计算 寿命 和 叶片 (例如 图 18-4 
中 的 结构 〉 裂 纹 生 长 速率 的 功能 。 图 18-7 中 分 别 显示 了 裂纹 生长 速率 (K 
纹 在 每 次 循环 中 的 增加 值 一 一 译 者 注 ) 随和 裂纹 长 度 的 变化 曲线 、 裂 纹 生长 
速率 随 已 经 过 的 循环 次 数 的 变化 曲线 以 及 黎 纹 长 度 随 已 经 过 的 循环 次 数 的 
变化 曲线 。 


转 
a ETET 


tep 1 : Substep 1, Time/Freq 1.000000 
Frame 1 


3 


gth m 


Crack Len 
o F~ 
p g 


ax = 6.753E-03 (Brick 48625) 0.0024 
in= 4.574E-06 (Brick 300074) 
a 








0 
1E«005 2E+005 3E«005 4E+005 5E«005 OE+005 7E«005 8E«005 9E«005 1E«000 
Number of Cycles Elapsed 


0 05 
o o 
= 一 
S 三 
S 5 004 
E t 
e e 
c c 
z $003 
a. a. 
A 0 
€ c 
s s 
5 S002 
aA a 


c 
e 





0 
0 0001 0002 0.003 0004 0005 0006 0007 0008 0009 1E*005 2E+005 3E+005 4E+005 5E+005 6E*005 7E+005 8E«005 9E+005 1E«006 
Average Crack Length m Number of Cycles Elapsed 


18-7 裂纹 生长 的 各 项 指标 曲线 


塑性 对 裂纹 生长 的 影响 : 对 旋转 机 械 的 低压 级 来 说 ， 因 为 叶 根 区 域 的 应 力 
远 远 大 于 叶片 的 其 他 区 域 ， 因 此 叶 根 的 设计 极为 重要 。 罗 伯 森 (Robertson) 和 
沃 尔 顿 (Walton)“ 特别 研究 了 叶 根 。 本 书 作者 等 人 中 也 曾经 研究 过 低压 级 上 
最 后 一 级 叶 厂 的 叶 根 区 域 的 弹性 应 力 场 。 当 时 使 用 了 离心 力 、 稳 态 应 力 和 动态 
弯曲 应 力 信息 ， 以 及 线 弹性 断裂 力学 原理 来 确定 寿命 。 传 统 上 因为 应 力 场 上 很 
军 的 塑性 区 域 可 以 被 忽略 ， 所 以 采用 线 弹 性 断裂 力 学 原理 是 合理 的 。 但 是 本 书 
作者 等 人 一 在 研究 中 发 现 ， 某 些 叶片 的 疲劳 失效 发 生 在 进入 塑性 的 区 域 ， 因 此 
在 分 析 中 考虑 了 塑性 对 裂纹 形成 和 生长 的 影响， 研究 结果 如 表 18-2 Br. 





表 18-2 弹 塑 性 条 件 下 对 裂纹 生长 的 计算 
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SERO it 


一 334 一 


(EE) 


dave/M AN(cycles) YAN(cycles) Aa/AN(microns) 
0.00501 20503.2 107435.0 0.00488 


0.00511 20052.4 127487.3 0.00499 


接 下 来 叶片 开始 由 于 受 塑 性 影响 而 失效 
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齐 经 验 的 工程 师 才 能 完成 ， 但 是 今天 通过 利用 各 种 商业 软件 ,一般 工程 师 
经 过 培训 后 也 可 以 把 该 任务 当成 日 常 工 作 来 完成 ， 因 此 设计 流程 的 速度 得 
以 大 大 加 快 。 邦 命 设计 是 一 个 多 方面 的 技术 ， 其 涉及 计算 流体 力学 、 热 
学 、 热 力学 、 动 力学 、 沸 后 阻尼 、 大 位 移 和 微 动 位 移 雄 擦 阻 尼 、 在 弹性 或 
者 总 体 弹 性 局 部 塑性 的 结构 上 适用 的 断 歼 力学。 这 些 技术 中 的 绝 大 多 数 都 
其 有 了 仿真 解决 方案 ， 从 而 不 需要 再 依赖 于 试验 ， 因 此 总 体 设计 周期 得 以 
大 幅 缩 短 。 

对 设计 者 来 说 ， 接 下 来 的 一 个 显而易见 的 问题 就 是 一 一 如 何 使 一 个 像 叶 厂 
这 样 的 零件 能 够 具有 足够 长 的 型 俞 ， 而 同时 其 重量 又 尽 可 能 轻 。 这 个 问题 将 把 
我 们 市 到 优化 的 范畴 ， 而 后 者 是 一 项 在 科学 和 工程 意义 上 具有 更 高 层次 的 拉 
术 。 今 天 我 们 所 拥有 的 优化 技术 已 经 足以 解决 现 有 的 多 数 设 计 问 题 ， 为 了 让 读 
者 了 解 优化 技术 的 价值 ， 接 下 来 将 进入 旋转 机 械 动 力学 的 最 后 一 个 话题 一 一 
“优化 ”一 一 和 它 将 帮助 我 们 在 制造 原 型 样机 和 进行 试验 验证 之 前 ， 右 能够 通过 
虚拟 仿真 的 手段 来 快速 构建 实用 的 产品 设计 。 
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优 化 


优化 起 源 于 科学 革命 时 期 ， 因 此 可 以 说 是 一 门 历史 非常 悠久 的 学 科 ”…。 然 而 
该 学 科 在 工业 领域 的 应 用 却 直 到 近年 来 才 被 推广 开 来 。 根 据 皮 -图 话 CKeng- 
Tuno) 的 论述 “， 在 现代 拓扑 结构 领域 的 前 沿 性 工作 可 以 追溯 到 1981 年 ， 当 时 
程 〈 大 连理 工大 学 程 耿 东 院士 一 译 者 注 ) MARKER (OIlhoff) 将 微 结构 的 概念 
引入 到 结构 优化 中 ， 从 而 对 一 个 实体 的 弹性 板 进 行 关 于 厚度 的 优化 设计 来 最 小 化 
柔 度 。 结 构 拓 扑 优化 的 连续 方法 则 是 由 本 德 森 (Bendsee) MALE (Kikuchi) "' 
首先 提出 的 。 今 天 ， 基 于 有 限 元 的 结构 优化 已 经 被 公认 是 产品 设计 改进 的 重要 方 
法 ， 并 且 已 经 被 广泛 用 于 汽车 、 航 空 、 航 天 、 铁 道 和 通用 机 械 等 行业 。 

在 相关 的 商业 软件 问世 之 前 ， 传 统 的 结构 优化 需要 复杂 的 过 程 ， 首 先 需要 
确定 结构 上 的 应 变 能 密度 ， 然 后 识别 出 可 以 去 挥 材料 的 区 域 或 着 要 加 强 材 料 的 
区 域 ， 有 时 还 需要 采用 试验 设计 (DOE) 方法 。 整 个 过 程 非 常 烦琐 耗 时 ， 而 且 
只 有 非常 有 经 验 的 工程 师 才 能 完成 。 今 天 许多 商业 的 结构 和 流体 软件 都 增加 了 
优化 算法 ， 而 且 在 近年 来 这 些 软件 的 开发 者 都 开始 答 试 纳入 拓扑 优化 的 技术 。 

拓扑 优化 采用 SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization) 方法 一 一 
又 称 为 密度 法 -一 它 假设 材料 的 刚度 与 密度 线性 相关 。 在 实际 使 用 中 每 个 
单元 的 材料 密度 被 直接 当做 设计 变量 ， 并 被 归 一 化 为 一 个 介 于 0 和 1 之 则 的 数 
E. KF 0 代表 无 需 材 料 ， 而 1 代表 全 部 填充 的 材料 。 经 典 的 拓扑 优化 问题 是 
将 和 柔 度 的 最 小 化 做 为 优化 目标 ， 而 将 体积 分 数 做 为 优化 的 约束 。 其 中 柔 度 
(compliance) 是 指 结构 的 应 变 能 ， 它 可 以 被 当 作 结构 刚度 的 倒数 ， 而 体积 分 
数 约 束 是 指 限定 整个 体积 的 某 个 比例 的 部 分 可 以 被 减 去 。 经 过 优化 后 ， 剩 余 的 
材料 可 以 在 设计 空间 中 重新 排 布 并 产生 最 佳 的 载 集 路 径 。 

今天 的 拓扑 优化 通常 与 有 限 元 方法 结合 使 用 。 每 一 个 时 元 的 所 谓 “ 相 对 秘 
FE 0” 被 做 为 设计 参数 ， 在 优化 过 程 中 在 0 到 1 之 间 连 续 变 化 并 改变 单元 的 弹 
































性 张 量 ， 其 表达 式 为 : 
E (ey E 
£ (2) ae 

其 中 Eo 描述 了 单元 的 名 义 刚 度 属性 。 优 化 引擎 的 任务 是 为 每 个 单元 确定 一 个 密 
度 值 。 而 指数 p 是 一 个 罚 因 子 ， 它 被 用 于 减少 中 间 密 度 值 ， 从 而 获得 一 个 尽 可 
能 离散 的 结果 。 如 果 某 个 单元 的 o 趋 近 于 0， 则 刚度 也 会 趋 近 于 零 ， 这 意味 着 
这 个 单元 对 结构 无 足 轻 重 ， 因 而 可 以 被 删除 。 而 如 果 某 个 单元 的 p 趋 近 于 1, 
意味 着 该 单元 对 结构 非常 重要 因而 必须 保留 。 这 就 是 SIM 法 的 理念 一 。 

举例 来 演示 拓扑 优化 的 功能 ， 图 19-1 显示 了 一 个 梅 架 的 有 限 元 设计 空 
间 ， 这 里 整个 空间 都 被 当做 设计 空间 。 我 们 的 目的 是 寻找 一 个 体积 最 小 的 结 
构 ， 并 且 保 证 其 上 面 的 最 大 
位 移 不 超过 原始 设计 方案 。 图 
19-2 显示 了 原始 设计 方案 的 结 
果 ， 其 中 OE-EQ210 GPa, mi 
图 中 显示 的 最 大 变形 节点 的 
位 移 为 0.001826mm。 经 过 三 
次 优化 迭代 ， 得 到 如 图 19-3 
所 示 的 密度 分 布 。 其 中 “红色 
的 ”单元 的 密度 为 1， 这 意味 
着 这 些 单元 对 结构 非常 重要 ， 
它们 应 具备 其 名 义 刚度 属性 。 19-1. 一 个 棉 架 的 拓扑 优化 问题 
而 “ 蓝 色 的 ”单元 的 密度 为 0， 这 表示 其 刚度 非常 小 从 而 可 以 去 掉 ， 于 是 可 以 
沿 着 红色 的 单元 对 结构 进行 重 构 。 
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19.3 ”拓扑 优化 后 的 密度 分 布 〈 或 弹性 分 布 ) 


在 有 限 元 和 多 体 动力 学 软件 中 ， 对 线性 结构 的 优化 问题 可 以 表述 为 : 
Min AX) = fUX;, X2,**, Xn) 
约束 条 件 为 gX), j= 1,.…,m 
X c j-l,;s,n 
其 中 {YEA wR, (DESIR, Hehe mites X 的 函数 。 整 个 问题 中 
共有 m 个 约束 和 n 个 设计 变量 。 设 计 变 量 的 类 型 可 以 是 尺寸 、 形 状 〈 形 貌 ) 
和 拓扑 。 
拓扑 优化 是 一 门 数学 技术 ， 它 可 以 在 一 个 给 定 的 设计 空间 中 根据 一 组 约束 
和 载 答 来 形成 最 佳 的 形状 和 材料 分 布 。 设 计 空 间 可 以 由 这 单元 、 实 体 单 元 或 两 
者 的 组 合 来 构成 。 经 典 的 拓扑 优化 问题 可 以 在 多 个 约束 条 件 下 实现 柔 度 的 最 小 
化 ， 而 且 在 优化 过 程 中 还 可 以 强制 施加 制造 工艺 约束 ， 例 如 最 小 成 员 尺 寸 约 
束 、 拔 模 方向 约束 、 挤 压 约 束 、 对 称 约束 、 模 式 组 合 和 模式 重复 等 。 


19.1 形状 优化 


图 19-4 显示 了 一 个 从 轴 同 安装 的 低压 汽轮机 时 上 请， 其 叶 根 设计 呈 杉 树 
形状 ， 我 们 将 利用 该 模型 进行 形状 优化 。 模 型 中 还 包括 转子 轮 盘 的 一 个 而 
区 ， 这 样 整个 模型 可 以 满足 循环 对 称 条 件 。 该 叶 厂 是 预 扭 叶片 ， 高 度 为 
290mm。 该 低压 级 上 共有 60 个 叶片 ， 它 们 都 被 安装 在 轮 盘 上 ， 每 个 叶 根 的 
底部 距 转 子 轴 的 径 向 距离 为 248mm。 我 们 构建 一 个 八 节点 的 实体 单元 模 
型 ， 其 中 一 些 关 键 区 域 的 网 格 被 进行 了 适当 加 密 。 奇 异 点 、 叶 片 和 轮 盘 桦 
头 的 倒 角 位 置 都 是 可 能 的 高 应 力 区 域 ， 因 此 在 这 些 区 域 都 布置 了 两 到 三 层 
单元 ， 某 些 单元 的 尺寸 甚至 小 于 0.235mm。 整 体 模型 包含 305524 个 单元 和 
344129 个 节点 。 

为 了 模拟 叶片 和 轮 盘 效应 ， 在 模型 中 提取 轮 盘 60 个 届 区 中 的 一 个 ( 包 
f —^ HO. ， 并 在 该 悄 区 的 两 侧 曲 面 上 都 施加 了 循环 对 称 的 边界 条 件 〈 见 
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图 19-4) . ÆA M e A IR PES Sm 6 个 压力 面 上 ， 使 用 了 同 节 点 方式 建 
模 ， 使 得 两 者 的 行为 如 同一 个 统一 实体 。 我 们 还 假设 叶片 和 轮 盘 都 是 相同 材 
料 ， 其 屈服 强度 为 585MPa， 弹 性 模 量 为 210GPa， 密 度 为 7900kg/m ， 泊 松 
比 为 0.3。 
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19-4 一 个 叶轮 的 有 限 元 模型 


我 们 在 全 速 8500r/min 时 进行 一 个 离心 载 人 三 的 弹性 应 力 分 析 。 图 19-5 © 
示 了 叶 根 区 域 的 Von Mises 弹性 应 力 场 。 在 叶 根 的 第 一 级 倒 角 处 ， 在 153608 
写 节点 处 的 应 力 达 到 了 1825MPa， 远 远 超出 了 届 服 强度 585MPa， 而 该 区 域 的 
平均 应 力也 达到 了 256MPa。 云 图 显示 应 力 高 于 屈服 强度 的 区 域 跨越 了 3 个 单 
元 ， 表 面 深度 达到 了 1.22mm. 

图 19-6 显示 了 材料 在 塑性 区 域 的 硬化 特性 。 几 19-7 显示 了 针对 Von 
Mises 应 力 的 弹 塑性 分 析 结 有 果 。 为 了 方便 比较 ， 我 们 采用 了 与 图 19-5 中 相同 
的 视图 来 显示 超出 屈服 极限 的 应 力 场 。 经 过 弹 塑 性 分 析 ， 相 同 区 域 的 176017 
写 节 点 上 有 共有 应 力 极 值 768MPa， 同 样 它 也 超过 了 屈服 强度 。 需 要 注意 的 是 ， 
与 图 19-5 相 比 ， 图 19-7 中 的 塑性 区 域 并 未 发 生变 化 ， 只 是 峰值 应 力 值 从 弹性 
分 析 中 的 1825MPa 显著 降低 到 了 弹 塑 性 分 析 中 的 768MPa。 

在 叶 根 区 域 的 其 他 应 力 集中 区 域 也 可 以 采取 类 似 的 处 理 方式 ， 这 样 可 
以 降低 应 力 值 的 奇异 ， 并 且 根 据 网 19-6 中 的 硬化 法 则 提升 应 变 值 。 在 接 
近 峰 值 应 力 位 置 的 同一 区 域 ， 在 153608 号 节点 处 获得 的 峰值 应 变 为 
0.0153U!, 
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可 以 利用 近年 来 新 出 现 的 网 格 变 形 拉 术 来 生成 形状 变量 ， 这 样 可 以 大 大 市 
约 试 验 研究 (DOE) 的 时 间 。 采 用 图 19-4 中 的 有 限 元 模型 做 为 基准 模型 ， 并 


SS thot 


一 344 一 
在 允许 的 设计 空间 中 设置 适当 数量 的 形状 变量 一 一 这 些 变量 由 网 格 节 点 的 位 置 
波动 回 量 来 确定 。 图 19-8 中 显示 了 这 些 形状 变量 的 参数 组 合 。 随 后 给 这 些 变 
量规 定好 上 下 边界 ， 表 19-1 中 给 出 了 各 个 形状 变量 的 最 小 和 最 大 值 。 随 后 可 
以 利用 优化 工具 来 改变 优化 变量 的 值 ， 从 而 控制 模型 中 的 节点 在 波动 回 量 方 同 
上 在 给 定 区 间 中 的 位 置 变 化 。 这 样 的 方式 允许 我 们 快速 改变 结构 形状 ， 而 无 须 
重新 划分 网 格 和 定义 边界 条 件 。 


== 
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图 19-8 用 于 定义 形状 变量 的 参数 


表 19-1 形状 变量 的 定义 


最 小 值 /mm 最 大 值 /mm 
W1 = 22.17 W1 = 25.76 
W2 = 13.65 W2 = 13.86 
R1 = 1.70, H = 5.67, V = 4.13, R2 = 4.0 R1 =2.14, H = 4.85, V = 4.06, R2 = 3.37 
0 = 29.86 0 = 16.25 





HyperStudy xe — 3C V T oR A6 ae INRA FE KI, EKHE HD E DC 
化 方法 ， 并 且 可 以 与 包含 非 线 性 软件 的 任何 分 析 软 件 进 行 集成 (作者 在 软件 上 
体现 出 一 定 的 倾 癌 性 ， 个 人 认为 这 一 点 稍微 有 损 本 书 的 中 立 性 ， 但 本 人 还 是 决 
定 尽量 忠实 于 原著 一 一 译 者 注 ) 。 全 局 优化 方法 采用 局 阶 多 项 式 在 大 范围 的 设 
计 变 量 中 来 表 近 最 初 的 结构 优化 问题 。 其 中 采用 的 多 项 式 允 近 技术 来 自 于 啊 应 
曲面 法 。 在 这 个 例子 中 采用 了 连续 啊 应 曲面 法 ， 这 里 优化 的 目标 函数 和 约束 函 
数 被 近似 为 天 于 设计 变量 的 二 阶 多 项 式 。 利 用 线性 插值 或 者 二 次 啊 应 曲面 ， 可 
以 构建 一 个 连续 的 啊 应 曲面 。 对 于 非 线 性 的 物理 特性 和 试验 分 析 ， 还 可 以 使 用 
作业 省 理 软 件 来 调用 不 同 的 求解 融 ， 并 采用 相同 的 流程 来 控制 优化 。 

我 们 采用 带 有 循环 对 称 边界 条 件 的 基准 模型 进行 形状 优化 ， 目 标 是 最 小 化 
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峰值 应 力 。 利 用 上 面 提 到 的 形状 变量 来 控制 优化 方案 。 图 19-90 TR TMS 
代 过 程 中 优化 目标 的 变化 ， 而 图 19-9b 显示 了 设计 变量 的 变化 。 


vain. 
d M ENNEN 
— | 
i 
ce map mm 88 d F -- 
B Lom | Pl 
É L 
| Pi 7 









= 
1 

















Von Mises Stress MPa 








a) b) 
19-9 ”优化 迭代 过 程 优化 目标 及 形状 变量 的 变化 
a) 优化 过 程 中 目标 的 变化 b) 优化 过 程 中 形状 变量 的 变化 。 

图 19-10 显示 了 优化 后 结构 上 的 应 为 分 布 。 根 据 在 8500r/min 时 的 弹 塑 性 
分 析 ， 最 大 应 力 仅 仅 从 基准 模型 的 768MPa 上 微微 降低 了 22MPa( 降 到 了 
746MPa， 降 幅 仪 有 2.86% ) 。 然 而 峰值 塑性 应 变 却 显著 降低 了 26.4% CM 
0.0153 降低 到 0.01126) ， 这 一 点 是 这 次 优化 的 最 大 成 果 ， 它 也 许 将 疲劳 寿命 增 
加 了 4 倍 甚 至 更 多 。 表 19-2 显示 了 从 弹 塑 性 分 析 中 获得 的 优化 的 形状 变量 。 








SEQV (AVG) 
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SHX =746. 262 
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= 83.386 620.84 
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ENS] 431i gee C] 656. 681 
CO 414.824 [ 674.601 
C] 497.684 [ ] 692.521 
= 580.543 [ 1] 710.442 
Em 553.103 [—1] 728.362 
nee MS 746.282 
Von Mises Stress 746MPa 
19-10 在 8500r/min 时 优化 结构 根据 弹 塑 性 分 析 的 结 
表 19-2 优化 中 设计 变量 的 最 优 值 (8500r/min) 
基准 模型 形状 参数 /mm 优化 后 的 模型 形状 参数 /mm 
W1 = 22.17 W1 = 25.72 
W2 = 13.65 W2 = 13.86 
R1 = 1.70, H = 5.67, V =4.13, R2 = 4.0 R1 =2.10, H = 4.91, V =4.04, R2 = 3.98 
6 = 29.86 0 = 16.25 
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许多 现 有 的 旋转 机 械 设 备 都 是 根据 经 验 设 计 的 ， 因 此 有 非常 可 观 的 空间 进 
行 优化 ， 通 过 降低 峰值 应 变 来 提高 使 用 大 命 。 利 用 这 项 形状 优化 技术 还 可 以 减 
少 试验 次 数 并 缩短 设计 开 及 时 间 。 


19.2 重量 优化 


上 一 节 中 讨论 了 形状 优化 ， 其 主要 目标 是 提高 叶片 在 发 生 局 部 塑性 时 的 
寿命 。 如 果 希 望 完全 避免 发 生 局 部 塑性 ， 将 不 得 不 牺牲 叶片 的 长 度 ， 从 而 降 
低 离心 载荷 ， 但 这 样 一 来 汽轮机 的 一 部 分 能 量 会 被 浪费 掉 。 而 对 于 军用 飞机 
发 动机 ， 设 计 目 标 将 会 完全 不 同 ， 其 寿命 可 以 有 限 ， 但 重量 是 非常 关键 的 指 
标 。 通 常情 况 下 在 叶片 的 平面 区 域 的 材料 只 承受 非常 小 的 载荷 ， 因 此 在 这 里 
可 以 轻易 地 减 重 而 无 需 担 心 危害 结构 的 完整 性 。 这 里 将 举例 演示 如 何 进行 这 
样 的 重量 优化 中 。 

图 19-11 显示 了 一 个 典型 飞机 发 动机 低压 压气 机 的 叶片 和 轮 盘 ， 它 们 都 由 
钛 合金 制 成 ， 密 度 为 442x10”“Nsecymnm ， 泊 松 比 为 03， 弹性 模 量 为 102 GPa, 
屈服 强度 为 820Mpa， 叶 片 转速 为 1156.62rad/s。 在 模型 中 同样 采用 了 循环 对 


称 条 件 。 

















图 19-11 叶 厂 轮 担 系统 的 有 限 元 模型 





轮 盘 上 有 106066 个 八 和 点 实体 单元 ， 共 有 121948 个 节点 。 叶 片上 则 有 
46970 个 八 节点 实体 单元 和 41811 个 节点 。 图 19-12 显示 了 叶片 轮 盘 材料 的 非 
线性 属性 。 

对 基准 模型 〈 见 图 19-13) 的 分 析 显 示 轮 盘 上 的 峰值 应 力 为 787MPa， 而 
叶片 上 为 721MPa。 这 个 例子 中 采用 HyperStudy 来 优化 叶片 的 重量 ， 但 优化 的 
约束 条 件 为 峰值 应 力 不 能 超过 届 服 弹 度 820MPa。 








(| 动力 学 及 其 肥 展 
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应 力 /MPa 


0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 


19-12 材料 的 应 力 - 应 变 特 性 





图 19-13 重量 优化 的 基准 模型 ， 以 及 叶 根 部 位 的 设计 变量 


在 基准 模型 中 ， 叶 根 处 的 很 多 区 域 上 应 力 都 远 远 小 于 届 服 强度 。 因 此 在 这 
里 提供 了 8 个 初始 半径 为 1.75mm 的 减 重 孔 ， 并 在 柄 部 设计 两 个 铁 空 部 位 来 实 
现 减 重 。 图 19-13 中 也 给 出 了 链 空 部 位 的 形状 参数 。 基 准 模 型 中 叶 根 的 体积 为 
7890.34mm 。 优 化 的 目标 是 对 这 一 体积 进行 最 小 化 ， 优 化 的 约束 是 峰值 应 力 
不 能 超过 屈服 强度 ， 即 820MPa。 

优化 变量 的 初始 值 为 : 在 柄 的 前 部 ，D1=1.1、Wis=4.75、Wis=13.94mm; 
i ZEA BB, Do-l.l. Wog=4.44. Wr, =13.64mm. Ait 16 步 迭 代 获 得 
了 最 优 结果 ， 表 19-3 给 出 了 设计 变量 的 范围 和 经 过 优化 后 的 最 优 值 。 目 
标 函 数值 从 7890.34mm 降低 到 了 7098.93mm ， 总 重量 降低 了 的 
10.03%. 
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表 19-3 优化 中 设计 变量 的 范围 和 最 优 值 


变 量 范围 /mm 最 优 值 /mm 





Di 1.1~2.0 1.64 
D» I1 2.9 1.64 
Wii 4.73 一 0.3 3.09 


在 多 种 商业 CAE 软件 工具 的 帮助 下 ， 制 造 业 的 设计 效率 大 幅 所 升 ， 人 们 
甚 全 可 以 在 设计 阶段 束 了 解 机 械 零 件 的 各 个 角落 和 缝 隐 并 观 穴 其 上 的 应 力 状 
态 。 而 在 很 多 由 传统 设计 方法 设计 出 来 的 结构 上 ， 很 多 地 方 的 材料 都 是 元 余 
的 ， 由 此 这 来 的 问题 就 是 如 何 降 低 重 量 而 提高 刚度 。 优 化 技术 本 吴 目 20 世纪 
90 年 代 起 并 没有 大 的 有 发展， 但 是 其 应 用 场景 却 在 近年 来 及 生 了 巨大 的 变化 ， 
其 中 在 商业 软件 方面 ， 优 化 技术 的 应 用 主要 被 分 成 了 两 大 类 ， 分 别 是 处 理 大 规 
模 设 计 变 量 时 的 拓扑 优化 技术 ， 以 及 处 理 大 量 设计 约束 时 的 多 目标 优化 。 
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结 Gm A 


在 仅仅 3 个 世纪 之 前 ， 经 历 了 科学 单 命 的 人 关 开 始 理解 围 经 痢 我 们 号 边 的 
连续 现象 一 一 包括 固体 、 流 体 、 热 动力 学 和 其 他 卓然 现象 。 

于 是 人 类 终于 在 脱离 动物 王国 的 第 二 次 章 命 一 一 制造 石 占 工具 和 使 用 动物 
来 取代 人 力 一 一 之 后 ， 得 以 利用 这 些 科 学 知识 肥 明 机 占 来 取代 动物 力 。 

工业 革命 始 于 两 个 多 世纪 之 前 ， 那 个 时 期 人 类 拥有 许多 往复 直线 运动 的 巷 
汽轮机 来 协助 我 们 做 尽 可 能 多 的 日 党 工作 。 但 这 种 巨大 机 费 有 的 奇迹 光环 在 过 去 
的 一 个 世纪 中 逐渐 褪色 ， 现 在 几乎 完全 消失 了 。 

20 世纪 实际 上 有 是 属于 旋转 机 械 的 一 一 汽轮机 和 燃气 轮机 以 及 人 硕 末 仅 存 的 
往复 直线 运动 内 燃 机 。 在 大 约 100 年 前 人 们 认为 旋转 机 械 将 会 是 “无 振动 的 
HLF” o 

为 了 满足 人 类 对 能 量 的 汐 望 ， 汽 轮机 和 燃气 轮机 的 设计 被 推 问 极 限 ， 但 此 
时 人 们 发 现 这 些 所 谓 的 “无 振动 机 左 ” 上 实际 上 存在 数 不 清 的 振动 问题 。 

于 是 我 们 符 试 改变 对 结构 的 刚性 假设 ， 并 开始 阁 夸 结构 的 和 柔性， 但 这 些 振 
2] [B ALTAR DAA. RAE 20 世纪 取得 了 突破 ， 它 来 目 于 振动 工程 ， 后 
者 作为 一 门 已 知 学 科 为 我 们 提供 了 计算 的 工具 和 章 命 性 的 设计 方法 。 

近年 来 我 们 正在 见证 为 一 次 单 命 一 一 信息 技术 章 命 一 一 它 已 经 淘汰 了 计算 
技术 中 的 真空 管 和 唱 体 管 。 集 成 电路 改变 了 我 们 的 工作 方式 ， 工 程 师 们 迅速 地 
抓 住 这 一 机 会 ， 利 用 不 断 进 步 的 硬件 开 及 出 商业 软件 。 今 天 我 们 可 以 精确 地 求 
解 许多 设计 问题 ， 从 而 为 仿真 和 虚拟 试验 铺 平 了 道路 。 我 们 不 再 依赖 于 源 目 
20 世纪 初 的 材料 强度 法 ， 而 是 回归 到 科学 昔 命 时 期 成 形 的 基本 能 量 原 理 上 ， 
并 形成 了 有 限 元 法 。 我 们 还 获得 了 评估 机 械 和 零件 的 寿命 以 及 实现 优化 设计 的 方 
法 和 工具 。 

在 过 去 一 个 世纪 中 ， 这 些 方法 和 工具 的 开发 取得 的 成 束 令 人 吃惊 ， 以 至 于 
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今天 许多 设计 师 想 当然 地 认为 这 些 设计 实践 已 经 存在 许 入 了 。 这 本 书 的 主要 目 
标 之 一 束 是 回顾 这 些 开 发 的 历史 ， 并 展示 各 种 不 同 的 应 用 如 何 被 用 于 旋转 机 
械 、 转 子 和 叶片 的 发 明和 改进 。 我 们 相信 对 这 一 历史 的 了 解 将 能 够 帮助 工程 师 
们 更 好 地 理解 旋转 机 械 转 子 和 叶片 动力 学 领域 中 的 方法 。 这 些 方法 在 过 去 被 无 
数 先 驱 共 同 开 发 出 来 ， 这 里 也 以 本 书 同 这 些 科 学 技术 的 先驱 致 以 潜 高 的 敬意 和 
感谢 ! 
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(本 索引 的 术语 或 人 名 的 排序 按照 原 书 中 以 英文 字母 顺序 排序 的 方式 一 一 
译 者 注 ) 


术语 、 姓 名 (中文 ) pn pa 页 人 码 
《力学 (材料 强度 ) 》 “Strength of Materials” 15 
加 速 条 件 Accelerating Conditions 72 
可 能 路 径 admissible path 48 
艾 俄 洛斯 之 球 aelopile 5,4 
艾 哈 迈 德 的 壳 单 元 Ahmad’s shell element 
St FFE air gap torque 251 
威 尔 海 姆 Albert Wilhelm 323 
FER JE BER Alexander Hrennikoff 139 
《天 文学 大 成 》 Almagest 
安德森 Anderson 31 
阿 基 米 德 螺旋 Archimedean screw 5 
阿 基 米 德 Archimedes 4,5, 12, 41, 42 
阿 格 里 斯 Argyris 139 
亚 里 士 多 德 Aristotle 4 
电 枢 扭矩 armature torque 251 
阿姆斯特朗 的 分 析 Armstrong’s analysis 191 
非 对 称 性 asymmetry 
姿态 角 attitude angle 
RW August Wöhler 324 
mit evel P18, 728 2 
巴尔 扭转 定理 Barr’s torsional theory 
贝斯 Bath 169 
梁 弹 性 常数 beam elastic constants 
Ge HO beam finite element 141, 143, 265, 280 
非 线 性 轴承 刚度 bearing stiffness-nonlinear 
伯 努 利 Bernoulli 13, 15, 47, 49, 50, 140 
伯 努 利 - 欧 拉 梁 理 论 Bernoulli-Euler 15 
分 又 图 bifurcation map 277, 278 
叶片 分 析 blade analysis 173 


术语 、 姓 名 ( 中文) 
叶轮 系统 

fti 3€ Hir 

弯曲 相位 
弯曲 的 转子 


坎贝尔 图 


克拉 尼 

近 端 耦合 扭转 系统 
马德里 手稿 的 第 一 卷 
余 虚 功 原理 

哥 白 尼 

FRH 

FE 

库仑 基本 定理 
带 裂 纹 的 轴 


临界 转速 


交叉 耦合 刚度 
f in FR $e T 
累积 损伤 
达 关 贝尔 


阻尼 


Og 


wo X 


bladed disks 
Blaess 
bow phase 


bowed rotor 
Campbell diagram 


Cauchy 
centrifugal force 


chaos 
Charles Parsons 


Chladini 


closely coupled torsional system 


Codex Madrid I 


Complementary Virtual Work 


Copernicus 
Coriolis force 


Coulomb 


Coulomb elementary torsion theory 


cracked shafts 


critical speed 


cross-coupled stiffness 
cryogenic pump rotor 
cumulative damage 

D’ Alembert 

Da Vinci 


Daltonian chemistry 


damping 


页 


N 


Ay 


295, 302, 303, 305 


102, 324 
228, 229 


227 


177, 199, 209, 243, 272, 280, 
282, 283, 284, 287, 288, 289, 


326, 327, 328 
44,76 


66, 162, 166, 168, 173, 184, 
210, 285, 307, 326, 333 


279; 2711, 218 
36, 42, 185 
16 

116 


75,76, 77 

14, 41 

66, 72, 75, 106 
16, 86, 172, 310 


238, 239 


35, 36, 135, 179, 184, 186, 188, 


192, 194, 195, 
199, 200, 206, 
216, 217, 219, 
226, 227, 235, 
2125 2713, 277, 
285, 287, 288, 


196, 197, 198, 
209, 214, 215, 
220, 221, 224, 
237, 241, 243, 
278, 283, 284, 
289, 290, 305, 


326, 327, 328, 330, 331, 332 


192, 194, 197, 
234, 237 


328, 329 
15, 116 
13, 183 


14 


161, 168, 173, 
188, 192, 194, 
202, 203, 204, 
212, 213, 214, 
235, 241, 272, 
279, 280, 282, 
301, 305, 306, 
326, 327, 335 


202, 203, 232, 


179, 185, 187, 
195, 198, 201, 
205, 210, 211, 
231, 232, 233, 
273, 214, 275, 
285, 287, 295, 
307, 308, 309, 


术语 、 姓 名 (中文) 
阻尼 模 量 
丹尼尔 。 伯 努 利 
Tu LAK 

帕 平 
密度 法 
双 转 子 
TE 
XE vu K 26 US A TK 
XS Gt HE TA 
动态 接触 问题 


IR Je Bal vu, 

网 几 里 德 

欧 拉 - 伯 努 利 

欧 拉 - 拉 格 明 日 方程 
埃 文 斯 的 分 析 

极 值 路 径 
“RES” He 

Xu 3n FS AR Dt 


F 


有 限 元 法 





转子 动力 学 的 有 限 元 方法 
流体 油膜 轴承 

Aa 

正 进 动 

断裂 刚度 

惠 特 尔 


NN POT 


n 
B 动力 学 及 其 发 展 


一 354 一 


Damping Modulus 
Daniel Bernoulli 
De Laval 

Denis Papin 
density method 
dual rotor 


Duffing 


Dunkerley’s empirical result 


Dunkerley’s method 
dynamic contact problem 
dynamic matrix 

Eaton Hodgkinson 
eccentricity ratio 


Edison 
energy methods 


ENIAC 

Euclid 

Euler-Bernoulli 
Euler-Lagrange equation 
Ewins’ analysis 
extremizing path 

Fairy Queen 


far-coupled systems 


fatigue 


Finite element methods 


finite element methods 


dynamics 


Fluid Film Bearings 
Fóppl 

forward whirl 
fracture toughness 
Frank Whittle 


fretting fatigue 


for 


rotor 


210, 211 

15 

35, 36, 42, 179, 184, 185, 325 
23, 25, 20, 27, 41 

339 

272, 273 


289 


101, 104 
161, 168, 170 
114, 124 


324 


36, 184, 186, 188, 191, 192, 
290 


37, 42, 185 


17, 45, 52, 53, 55, 60, 72, 74, 
82, 92, 96, 101, 104, 106, 136, 
140, 161, 179, 180, 184, 206 


136 

4 

15, 50 

47, 48, 49, 52, 56, 58 


48, 60, 61 


119, 120, 132 


230, 238, 295, 305, 306, 310, 
323, 324, 325, 328, 329, 330, 
331, 333, 345 

63, 82, 85, 92, 106, 136, 139, 
140, 144, 152, 177, 179, 180, 
243, 265, 280, 350 


265 


189, 195 


184, 215, 222 


194, 195, 196, 208, 209, 210, 
215, 283, 284, 287, 288, 290 


331 


37, 38, 39, 40, 41, 42, 64, 106, 
325 


310 


术语 、 姓 名 ( 中 文 ) 
AM AL E 

WILE 

伽利略 

齿轮 转子 系统 

广义 坐标 

FY AEP 

古 德 曼 图 
格拉 菲 方 法 


重力 


格 里 菲 斯 
BE JJ 40 tik 
刚 特 实验 转子 
陀螺 力 侦 


陀螺 效应 


哈恩 

孝 利 德 

哈密 顿 原理 

DFR 

重 阻 尼 转 子 

海 林 格 - 瑞 斯 纳 变 分 原理 
希 罗 

希 荣 

高 周期 疲劳 

霍 尔 效法 

V và 

胡 克 定律 
-R Je 3 

滞后 效应 

iti Ja 2P 

工业 革命 

惯性 矩阵 

影响 系数 

塑性 对 裂纹 生长 的 影响 


Galerkin 

Galerkin Method 

Galileo 

geared rotors 

generalized coordinates 
Germinal Pierre Dandelin 
Goodman diagram 


Graffe’s Method 
gravity 


Griffith 
grinding wheel 
Gunte’s rotor 


gyroscopic couple 
gyroscopic effects 


Hahn 

Halliday 

Hamilton’s Principle 
Hansen 

heavily damped rotor 
Hellinger-Reissner Variational Principle 
Hero 

Heron 

high cycle fatigue 
Holzer method 

Hooke 

Hooke’s law 
Hu-Washizu Principle 
hysteresis 

hysteresis loop 
Industrial Revolution 
inertia matrix 


Influence Coefficients 


influence of plasticity on crack 


propagation 


CHE) 

页 AY 
60, 139, 140 
60, 61, 62, 63, 72, 73 
13, 14, 47, 48, 183 
213, 278 
64, 113 
121 


14, 47, 215, 216, 217, 218, 


219, 220, 221, 228, 238, 


290 
329, 330, 331 


3 


207 


241, 


112, 205, 206, 208, 209, 265, 
269, 272, 280, 281, 282, 283, 


290 
38, 103, 119, 274 


11 


16, 48, 64, 65, 67, 71, 77,91 


7, 305 

205 

78 

5, 25, 35, 41, 42, 324 
11 

328, 329 


104, 106, 107, 110, 115, 130 


44, 147 


210, 211, 214, 305, 306 


210. 211 


2, 12, 17, 27, 31, 33, 35, 36, 


42, 55, 136, 183, 324, 350 


114 
103, 119, 120, 124 


333 


amp 


CC 


术语 、 姓 名 (中文 ) 
失 稳 转速 

界面 阻尼 

W EBS 

问 内 位 移 

牛顿 

雅 各 布 。 伯 努 利 
瓦特 

庞 斯 莱特 

杰 夫 考 特 

杰 夫 考 特 转 子 

杰 夫 考 特 转子 分 析 
杰 夫 考 特 转子 模型 
Zug « {AA 
fti OK và 

afte 

拉 格 朗 日 

格拉 菲 


动能 


由 于 平移 和 旋转 产生 的 动 


FER EK 
拉 格 明日 法 
振动 问题 的 拉 格 明日 法 
js BH H BR Zi 
拉 格 明日 力学 
拉 瓦 尔 模型 
SRA JE 2K 

欧 拉 
轻 阻 尼 转 子 

线 弹 性 断裂 力学 
多- 高 洛 德 定理 
损耗 因子 

E 

乐 甫 定理 
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一 56 一 


wo X 
instability threshold speed 
interface damping 
internal friction 


inward displacement 
Isaac Newton 

Jakob Bernoulli 
James Watt 
Jean-Victor Poncelet 


Jeffcott 


Jeffcott rotor 


Jeffcott rotor analysis 
Jeffcott rotor model 
Johann (Jean)Bernoulli 
Joseph Black 


Joseph Glynn 
Joseph Lagrange 
Karl Heinrich Graffe 
kinetic energy 


kinetic energy due to translation and 


rotation 


Kirchoff 

Lagrange Method 

Lagrange Method for Vibration Problems 
Lagrangian 

Lagrangian mechanics 

Laval model 

Leibniz 

Leonhard Euler 

lightly damped rotor 

linear elastic fracture mechanics 
Lo-Goulard's torsional theory 
Loss Factor 

Love 


Love's torsional theory 


(E) 
页 — W 
198, 202 
161 
210, 214 
66 


14, 15, 27, 41, 47, 48, 52, 116, 
140, 183 


15, 47 


6, 28, 31, 32, 33, 35, 42, 183, 
325 


323 


186, 187, 188, 189, 192, 215, 
227, 243, 290 

188, 200, 202, 224, 235, 238, 
243 


186 

243 

15, 47,75 
31, 233 


324 


15, 16, 47, 53, 54, 59, 113, 
140, 184 


121, 126, 130 


15, 47, 54, 56, 57, 58, 64, 66, 
80, 84, 85, 90, 96, 113, 164, 
206, 230, 265 


65 


16, 84 

56, 57, 58, 59, 61, 267 
58 

48, 56, 57, 58 

15, 47, 48 


14, 25, 47 


9, 13, 15, 42, 47, 48, 49, 50, 
52, 54, 56, 58, 140, 183, 280 


204 
329, 333 


211,212, 307 
17, 45, 85, 86 


术语 、 姓 名 ( 中文 ) 
低 周期 疲劳 
马里 奥 特 

矩阵 迭代 法 
矩阵 法 
平均 应 力 场 
微 滑 动 阻 尼 
偏差 

失调 模式 

模 态 分 析 和 动态 应 力 
米 克 勒 斯 泰 德 
米 克 勒 斯 泰 德 法 
纳 维尔 - 柯 西 方程 
纳 维尔 -斯 托 克 斯 方程 
负 交 叉 耦 合 刚度 
尼尔森 梁 单 元 
纽 伯 尔 

AF S 

非 同步 涡 动 
油膜 失 稳 

油膜 振荡 

单项 逼近 

优化 
矩阵 正 交 条 件 
格 里 克 
帕 里 斯 法 则 

板 单元 

WARS EG 

多 项 式 频率 方程 
制 陶 工 的 轮 盘 
普 朗 特 

压力 流 

预 扭 转 
虚 功 原理 
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low cycle fatigue 
Mariotte 

matrix iteration method 
matrix methods 

mean stress field 
micro-slip damping 
misalignment 
mistuning pattern 


modal analysis and dynamic stresses 
Myklestad 


Myklestad method 
Navier 

Navier-Cauchy equations 
Navier-Stokes equations 
negative cross-coupled stiffness 
Nelson’s beam element 
Neuber 

Newcomen 
non-synchronous whirl 
Oil Film Instabilities 

oil whip 


one term approximation 
Optimization 


orthogonality condition 
Otto von Guericke 
Paris law 


plate element 

Poisson’s ratio 

polynomial frequency equation 
potter’s wheel 

Prandtl 

pressure induced flow 

pretwist 


Principle of Virtual Work 


123 

115, 123, 126 
326, 328 
310, 316 


180, 188, 222, 223, 224, 225, 


226, 280, 305 
300, 303 


326 


106, 107, 110, 112, 132, 179, 
188, 207, 243, 250, 256, 295 


106, 108 
15, 44 
44 

15 

195, 200 


177, 329 

27, 28, 29, 31, 41 

206, 209 

199 

197, 198, 199, 200, 201 
58, 61, 63, 73, 82 


47, 161, 185, 197, 325, 335, 
339, 340, 341, 344, 345, 346, 


347, 348, 350 
115 


23, 41 
331 
145, 146, 152 


51, 172, 174, 266, 300, 301, 


342, 346 
126, 128, 129 


215 
189, 190, 197 
65 


14, 52, 75, 76, 77, 78 


术语 、 姓 名 《中 文 ) 


CER) 


页 m 
110, 112, 132, 179, 188, 243, 


BOK M 250, 256, 295 

普罗 尔 法 Prohl’s method 

伪 静 力 pseudo-static force 72 

TER Ptolemy 12, 14 

质 因子 Quality Factor 202, 203, 205, 290, 327 

Toi BR radial clearance 191, 195, 279 

San Rankine 35, 36, 183, 323 

FH Rao 提出 的 改 民 定理 Rao Torsion Theory 
15, 17, 53, 54, 56, 85, 96, 98, 

瑞 利 Rayleigh 101, 139, 140, 179, 184, 205, 
206 

瑞 利 能 量 法 Rayleigh’s Energy Approach 55 

瑞 利 -里 效法 Rayleigh-Ritz 56 

FE JE AR TEC n rectangular cross-section shaft 215, 216, 217, 218, 219 

Sig JUr AN 12 PRI Reissner functional 77, 80, 81 

瑞 斯 纳 变 分 原理 Reissner principle 

瑞 斯 纳 定理 Reissner torsional theory 

文艺 复兴 Renaissance 9, 13, 23, 183 

EF Rene Descartes 

共振 应 力 resonant stress 305, 323, 325, 326, 327, 329 

共振 振荡 resonant whip 199 

啊 应 曲面 法 Response Surface method 344 

ra i Reynolds 185, 189, 191, 233 

Æ BA Richard Courant 139 

里 效 Ritz 17, 56, 82, 139, 140, 148 

BOE EE Ritz averaging method 56 

里 效法 Ritz method 56, 60 

博 伊 尔 Robert Boyle 14, 23 
15, 17, 18, 34, 47, 112, 180, 

Vera Rotor Dynamics 206, 208, 210, 243, 265, 280, 
281, 284, 285, 290 

TERK - FE XS Runge-Kutta 230, 231 

3€ AE PA Saint-Venant or St. Venant 17, 85, 86, 92 

BA BL Savery 25, 26, 27, 28, 41 

add dedit 2. d m 235, 243, 280, 

自 平 衡 self balancing 228, 229, 230 

有 具有 内 阻尼 的 轴 shaft with internal damping 214 
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CBE) 
术语 、 姓 名 (中文 ) JR pa 页 位 
56, 57, 60, 81, 82, 96, 98, 99, 
形状 函数 shape function 141, 142, 144, 145, 146, 153, 
180, 266 
形状 优化 shape optimization 341, 344, 346 
形状 变量 shape variables 343, 344, 345 
剪 切 校正 因子 shear correction factor 266 
BY WAR IE shear deformation 66, 72, 81, 266 
过 单元 Shell Element 152, 155, 281, 341 
冲击 啊 应 Shock response 74 
发 电机 短路 Short circuit of generators 250 
dx PREY SIMP (Solid Isotropic Material with 
密度 法 Penalization) method PM 
对 滑动 的 仿真 simulation of slip 171 
对 接触 打开 的 仿真 simulation of the opening 171 
由 于 弯曲 产生 的 斜率 slope due to bending 66 
S-N 曲线 S-N Curves 324, 328 
实体 转子 动力 学 分 析 Solid rotor dynamics 
BUR Sophie Germain 16, 183 
比 阻尼 容量 specific damping capacity 211 
72, 180, 210, 280, 282, 283, 
旋转 软化 spin softening 287, 290 
分 离 的 固有 频率 split natural frequencies 192 
挤 压 油膜 阻尼 器 squeeze film damper 275, 278, 279, 280 
静态 接触 问题 static contact problem 161, 172 
XL steam digester 23, 25, 27, 31, 33, 230 
蒸汽 振荡 steam whirl 235, 236, 237 
刚度 和 阻尼 系数 Stiffness and Damping Coefficients 193, 202, 233, 234, 274 
114, 117, 140, 143, 144, 148, 
Pal) EE E [PE stiffness matrix 149, 150, 161, 164, 169, 172, 
241, 242, 270, 271, 283, 295 
54, 96, 97, 98, 99, 100, 104, 
斯 托 多 拉 Stodola 123, 124, 125, 140, 179, 184, 
205, 215, 222, 250, 295 
其 y — BE TR j | | 
其 T$ dip WARME Stodola-Viannello iterative method 99. 100, 124 
T 
Brit du-2EE EE Stodola-Viannello method 98, 123, 125 
Hr FE TE H Stokes 15 
基于 应 变 的 寿命 预测 strain based life estimation 329 
aK Sb . 15, 47, 51, 60, 76, 83, 90, 96, 
USER REDE 142, 148, 272, 307, 339 
材料 强度 strength of materials 13730, 22 136;133;140, 180, 


350 
共振 时 的 应 力 分 布 stress distribution around resonance 331, 332 


术语 、 姓 名 ( 中 文 ) 
应 力 强度 因子 
应 力 集中 点 

应 力 硬 化 

次 同步 涡 动 
起 始 瞬 态 

起 始 瞬 态 的 特征 常量 
超 同步 涡 动 
西 尔 维 斯 特 

同步 涡 动 

A BUE S BS Ba (ELD 73 
ZR SUE B E] BR EL 73 
RARE RE 
AERE REIR SP ZU 
RARE nj FE OR GERE 
托 彻 

拓扑 优化 

杆 扭 转 

扭转 振动 

总 势能 

HIRIK 


fe IBAE PF 


针对 远 端 耦合 系统 的 传递 
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stress intensity factor 


stress raiser 
stress stiffening 


subsynchronous whirl 

subtransient 

subtransient saliency constant 
supersynchronous whirl 

Sylvester 

synchronous whirl 

threshold stress for crack propagation 


threshold stress range for crack initiation 
Timoshenko 


Timoshenko beam element 
Timoshenko-Gere's Theory 
Tocher 

topology optimization 
Torsion of Rods 

Torsional Vibration 

Total potential energy 


Tower 


transfer matrix 


transfer matrix form for far coupled 


330, 331 


220 


72, 210, 280, 282, 283, 284, 
267, 290 


212 
25] 
251 
213 
114 
188, 207, 208, 209, 212 
330 


330 


15, 17, 45, 85, 86, 87, 89, 91, 
115, 206, 215, 217, 265, 280 


265, 280 

89, 91 

145, 151 

339, 340, 341, 348 

85 

104, 106, 110, 116, 117, 126 
53 


185, 189 


130, 131, 132, 133, 134, 135, 
250, 256, 261, 262, 263 


AE PER systems 
: à . 131, 135, 136, 184, 243, 250, 
传递 矩阵 法 transfer matrix method 251. 252 256, 263, 272 
ee TM p] de 27] AY P 3 AB transfer matrix method for lateral 
è . . 256 
[VE yE vibrations 
瞬 态 阶段 transient period 251 
杜 诗 Tu Shih 9 
调谐 系统 tuned systems 296, 297, 300, 302, 304, 305 
12, 17, 34, 36, 40, 41, 42, 43, 
64, 78, 96, 104, 106, 110, 115, 
TS i : 140, 173, 185, 233, 281, 290, 
旋转 机 械 人 295, 310, 323, 324, 325, 328, 
329, 330, 333, 335, 346, 350, 
351 
双 轴 转子 twin spool rotor 259, 262, 272, 281 
双 轴 航空 发 动机 two spool aircraft engine 285 
变 弹 性 variable elasticity 215 
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Ai&. BEA CPX) 


粘 弹性 模型 
维特 鲁 维 
18 

KF 

重量 优化 
轮子 


SE 


variable inertia 
Variational Calculus 


varied paths 

velocity induced flow 
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15, 17, 47, 48, 56, 60, 64, 68, 
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85, 136, 140, 183, 210 
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17, 36, 183, 350 
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70 

75, 70 
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7, 41 

17, 45, 83, 84, 85 
7,9, 11, 41, 42, 135 
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184, 186, 187, 188, 194, 195, 
196, 197, 198, 199, 200, 201, 
202, 206, 207, 208, 209, 212, 
213, 214, 216; 217, 218, 220, 
235, 259, 263, 285 
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35, 169, 302 

169 
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CAD/CAM/CAE 工程 应 用 从 书 
打造 CAD 图 书 领 域 的 “中 国 制 造 ” 
从 书 特 色 


e 历久 弥 新 : 为 响应 国家 “两 化 融合 ”的 号 召 ， 机 工 社 历经 十 年 倾 力 打造 本 系列 从 
书 ， 从 书 每 年 重印 率 达 90%、 改 版 率 达 50%， 已 成 为 国内 CAD 图 书 领域 的 最 经 典 
套 系 之 一 。 

e 专业 实用 : 从 书 内 容 涉 及 机 械 设 计 、 有 限 元 分 析 、 制 造 技 术 应 用 、 流 场 分 析 、 建 
筑 施 工 图 、 室 内 装潢 图 、 水 暖 电 布线 图 和 建筑 总 图 等 ， 可 以 快速 有 效 地 帮助 读者 
解决 实际 工程 问题 。 

e 品种 丰富 : 本 丛书 目前 动 销 品种 近 200 种 ， 产 品 包 含 了 CAX 领域 全 部 主流 应 用 软 
件 和 应 用 领域 ,包括 AutoCAD, UG, Pro/E, MATLAB, SolidWorks, 
HyperWorks, ANSYS, Mastercam, Inventor 等 。 

o 经 典 畅 销 : 经 典 畅销 书 层 出 不 穷 ， 累 计 销 售 过 万 册 的 品种 达 数 十 种 。 像 
«AutoCAD 室内 装潢 设计 》《UG NX 7.5 完全 自学 手册 》、《Pro/ENGINEER 
Wildfire5.0 从 入 门 到 精通 》《ANSYS 结构 分 析 工 程 应 用 实例 解析 》 等 书 整体 销量 
已 过 3 万 册 。 

e 配套 资源 丰富 : 几乎 每 本 书 都 提供 配 有 书 中 实例 素材 、 操 作 视 频 、PPT 课件 等 资 
源 ， 方 便 读 者 的 理解 和 学 习 ， 以 达到 事半功倍 的 效果 。 

e 金牌 作者 云集 : 拥有 一 大 批 行业 专家 和 畅销 书 作 者 ， 如 唐 湘 民 、 韩 凤 起 、 钟 日 
铭 、 江 洪 、 张 朝晖 和 张 忠 将 等 。 





从 书 介绍 


书 名 : UG NX 8.0 完全 自学 手册 第 2 版 
45-5: 978-7-111-38414-4 

作者 : 钟 日 铭 等 

定价 : 75. 00 元 


| KA PLUG NX 8. 8.0 中 文 版 为 软件 操作 基础 ， 

型 范例 循序 渐进 地 介绍 NX 8. OF SEN SAFO 
用 知识 。 本 书 知识 全 面 、 实 用 ， 共 分 9 章 ， 内 容 包括 UG 
| NX 8.0 入 门 简介 及 基本 操作 、 草 图 、 空 间 曲 线 与 基准 特 
， 征 、 创 建 实体 特征 、 特 征 操作 及 编辑 、 曲 面 建 模 、 装 配 设 | 
， 计 、 工 程 图 设计 、UG NX 中 国 工具 箱 应 用 与 同步 建 模 。 | 





bi : SolidWorks 2011 机 械 设计 完全 实例 教程 
4342, 978-7-111- 36514-3 
作者 : 张 忠 将 等 


完全 实例 教程 定价 ，62.00 元 
[5 | 妇 本 书 紧密 结合 实际 应 用 ， 以 众多 精彩 的 机 械 设 | 
"a ty p ， 计 实例 为 引导 ， 详 细 介 绍 了 SolidWorks 从 模型 创建 到 | 


出 工程 图 ， 再 到 模型 分 析 和 仿真 等 的 操作 过 程 。 本 书 | 
实例 涵盖 典型 机 械 零件 、 输 送 机 械 、 制 动机 械 、 农 用 
机 械 、 紧 固 和 夹具 、 传 动机 构 和 弹簧 / 控制 装置 等 的 ， 
| 设计 。 | 





书 名 : HyperMesh&HyperView 应 用 技巧 与 高 级 实例 
书号 : 978-7-111- 39535-5 

HyperWorks AMAER N 作者 : 王 钰 栋 等 

HyperMesh « HyperView XE Pt: 99.00 元 


应 用 技巧 与 一 一 一 n ^ 
高 级 实例 | 太 本 书 分 两 部 分 ， 前 一 -部 分 主要 介绍 pert | 
| dace | 有限 元 前 处 理 软件 ， 包 括 HyperMesh 的 基础 知识 、 几 | 
D (6B | 何 清理 、2D 网 格 划分 、3D 网 格 划分 、1D 单元 创建 、 
航空 应 用 和 主流 求解 器 接口 介绍 ， 还 包括 关于 
| HyperMesh 的 用 户 二 次 开发 功能 。 后 一 部 分 主要 介绍 
| HyperView. HyperGraph 等 有 限 元 后 处 理 软件 ， 包括 
| 用 HyperView 查看 结果 云图 、 变 形 图 、 结 果 数据 、 创 
， 建 截面 、 创 建 测量 点 、 报 告 模板 等 ， 用 HyperGraph i£ 
| 立 数据 曲线 、 曲线 的 数据 处 理 和 三 维 曲 线 曲面 的 创 ， 
| 建 、 处 理 等 。 | 





HE: 奥 宾 学 院 大 师 系 列 : AutoCAD MEP 2011 
书号 : 978-7-111- 39432-7 

作者 : [X]PaulF. Aubin 等 著 ; 王 申 等 译 

定价 : 129. 00 元 


| 太 本 书 是 目前 国内 针对 ‘AutoCAD®MEP ,软件 介绍 、 ra | 
| FAAS A RTS, RA ee HH SH BALE AutoCAD®MEP | 
| 2011 的 各 项 功能 ， 对 AutoCAD MEP 软件 的 工作 方法 、 基 | 
本 原理 和 操作 步骤 进行 了 详细 的 介绍 ， 并 通过 项 目 样 例 系统 ， 
， 地 介绍 了 如 何 使 用 该 软件 进行 水 、 上 暖 、 电 设计 ， 更 简明 扼要 | 
， 地 展示 了 如 何 进行 各 专业 之 间 的 协同 。 本 书 还 特别 介绍 了 如 ， 
， 何 创建 各 种 类 型 的 内 容 构件 ， 字 里 行 间 的 提示 和 小 技巧 亦 是 ， 
本 书 亮 点 之 一 ， 这 些 知识 点 均 由 本 书 作者 通过 积累 多 年 的 实 | 
， 战 经 验 总 结 而 成 ， 为 广大 读者 的 实践 旅程 提供 了 捷径 。 | 





——————— (E — M 


ne tds Feal resin Enid a S dns Bonsoir Pea hmi E EPP AEA EIE rad sire oni Pra Pre ont omn 9st sd voci Ind Prey ond Pon] foot iddaa ipai 












机 工 出 版 社 . 计算 机 分 社 读 者 反馈 
尊敬 的 读者 朋友 : 
感谢 您 选择 我 们 出 版 的 图 书 ! 我 们 愿 以 书 为 媒 与 您 做 朋友 ! 
参与 在 线 问卷 调查 ， 获 得 赠阅 精品 图 书 
凡是 参加 在 线 问 卷 调查 的 读者 ， 将 成 为 我 社 书 友 会 成 员 ， 第 一 时 
间 获 得 新 书 资讯 及 活动 信息 ， 并 将 有 机 会 参与 每 月 举行 的 “ 书 友 试 读 
赠阅 ”活动 ， 获 得 赠阅 精品 图 书 ! 可 通过 以 下 方式 参与 在 线 问卷 调查 : 
新 浪 官方 微 博 
新 浪 官方 博客 
腾讯 官方 微 博 
腾讯 官方 博客 
找到 并 点 击 调查 问卷 链接 地 址 (通常 位 于 置顶 位 置 或 公告 栏 ), 完 
整 填写 调查 问卷 即 可 。 


联系 方式 


通信 地 址 : 北京 市 西城 区 百 万 庄 大 联系 电话 : 010-88379750 
H 22 号 机 械 工 业 出 版 社 计算 机 分 tE 真 : 010-88379736 


ft 电子 邮件 
邮政 编码 : 100037 cmp itbook@163. com 












http://weibo. com/cmpjsj 


http://blog. sina. com. cn/cmpbook jsj 





http://t. qq. com/ jigongchubanshe 














http://2399929378. qzone. qq. com 
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敬 请 关注 我 们 的 官方 微 博 :  http://weibo.com/cmpjsj 
第 一 时 间 了 解 新 书 动态 ， 获 知 书 友 会 活动 信息 ， 与 读者 、 作 
者 、 编 辑 们 互动 交流 ! 
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在 线 互动 交流 平台 


BARE: http://weibo.com/cmpjsj 
'z W W: http://site.douban.com/139085/ 
读者 信 $8: cmp_itbook@163.com 
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旋转 机 械 动力 学 
REZE 


旋转 机 械 堪 称 人 类 文明 进步 的 标志 ， 数 千年 前 的 车 轮 、 百 年 前 问世 的 电站 汽 毗 机 和 
推动 人 类 飞 向 太空 的 火箭 发 动机 ， 对 人 类 文明 的 进步 起 着 巨大 的 推动 作用 。 本 书 介绍 了 
从 古 到 今 各 种 典型 旋转 机 械 的 演化 过 程 ， 并 由 此 衍生 出 在 这 一 演化 过 程 背后 的 各 种 数学 
和 物理 的 理论 和 方法 。 从 全 面 性 的 角度 讲 ， 本 书 堪 称 当今 世界 旋转 机 械 动 力学 领域 的 集 
大 成 之 作 ， 可 以 作为 该 领域 的 科研 人 员 和 工程 师 必 备 的 教学 用 书 和 参考 书 。 与 此 同时 ， 
本 书 还 详细 介绍 了 计算 机 时 代 来 临 后 有 限 元 方法 的 发 展 对 当代 旋转 机 械 设计 所 市 来 的 影 
响 ， 这 些 全 新 的 方法 能 够 帮助 工程 师 不 断 地 将 旋转 机 械 的 设计 水 平 推 向 新 的 高 度 。 

本 书 融合 了 作者 数 十 年 来 丰富 的 工程 经 验 和 全 面 的 理论 知识 ， 并 与 精彩 的 历史 故事 
和 真实 的 现代 理念 相 结合 ， 非 常 适合 帮助 年 轻 的 工程 师 获 取 过 去 的 经 验 、 了 解 当 前 的 行 
业 现状 和 未 来 的 趋势 ， 而 资深 的 专家 也 可 以 从 这 本 书 中 获取 灵感 来 启发 其 研究 工作 。 





地 址 :北京 市 百 万 庄 大 街 22 号 
邮政 编码 :100037 

电话 服务 

社 服务 中 心 : 010-88361066 

销售 一 部 : 010-68326294 

销售 二 部 : 010-88379649 

读者 购书 热线 : 010-88379203 


wR 


网 络 服务 | | 上 架 指导 站 2 
教材 网 :http://www.cmpedu.com | 一 一 全 12159737 si> 
机 工 官 网 : http://www.cmpbook.com ISBN 978-7-111-39737-3 


WTEM. hp uma | 策划 编辑 O WAR / iD 人 He 定价 :80.00 元 





毕业 于 哈尔滨 工业 大 学 航天 工 
程 与 力学 系 ， 翻 译本 书 时 担任 比 利 
时 Samtech 公 司 中 国 区 总 经 理 。 曾 
在 多 家 机 械 工程 咨询 公司 和 仿真 软 
件 公 司 从 事 技 术 和 管理 工作 ， 在 工 
程 仿真 分 析 、 可 靠 性 研究 等 领域 具 
有 丰富 的 经 验 。 





在 线 互 动 交流 平台 


官方 微 博 : http://weibo.com/cmpisj 
' 2 W W: http://site.douban.com/139085/ 


' 读 者 信箱 : cmp_itbook@163.com 
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旋转 机 械 堪 称 人 类 文明 进步 的 标志 ， 数 和 干 年 前 的 车 轮 、 百 年 前 问世 的 电站 汽轮机 和 
推动 人 类 飞 向 太空 的 火箭 发 动机 ， 对 人 关 文 明 的 进步 起 着 巨大 的 推动 作用 。 本 书 介绍 了 
从 古 到 今 各 种 典型 旋转 机 械 的 演化 过 程 ， 并 由 此 衍生 出 在 这 一 演化 过 程 背 后 的 各 种 数学 
和 物理 的 理论 和 方法 。 从 全 面 性 的 角度 讲 ， 本 书 堪 称 当今 世界 旋转 机 械 动力 学 领域 的 集 
大 成 之 作 ， 可 以 作为 该 领域 的 科研 人 员 和 工程 师 必 备 的 教学 用 书 和 参考 书 。 与 此 同时 ， 
本 书 还 详细 介绍 了 计算 机 时 代 来 临 后 有 限 元 方法 的 发 展 对 当代 旋转 机 械 设 计 所 带 来 的 影 
响 ， 这 些 全 新 的 方法 能 够 帮助 工程 师 不 断 地 将 旋转 机 械 的 设计 水 平 推 向 新 的 高 度 。 

本 书 融 合 了 作者 数 十 年 来 丰富 的 工程 co edema 并 与 精彩 的 历史 故事 
和 真实 的 现代 理念 相 结 合 ， 非 常 适合 帮助 年 轻 的 工程 师 获 取 过 去 的 经 验 、 了 人 解 当 前 的 行 
业 现 状 和 未 来 的 趋势 ， 而 资深 的 专家 也 可 以 从 这 le 


地 址 ;北京 市 百 万 庄 大 街 22 号 BN 978-7-111-397 


邮政 编码 :100037 


社 服务 中 心 : 010-88361066 
销售 一 部 : 010-68326294 
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读者 购书 热线 : 010-88379203 
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